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LIBRO PRIMO. 


Delta Natura , e del Pianeggi amento 
delle Equazioni di grado superiore. 

i»Il maneggiamento delle equazioni 
spiegato ne’precedenri trattati serve par¬ 
ticolarmente per risolvere que’ problemi, 
che si sogliono comprendere fra gli ele¬ 
mentari : ma per rendere questa dottrina 
universale , ed applicarla alla soluzione 
dei problemi di qualsivoglia grado, d’uopo 
è conoscere la natura, e l’indole delle 
equazioni composte. Una tale cognizione, 
e 1 applicazione di simil teoria alla pra¬ 
tica formano f oggetto di questo primo 
Libro. 


A 


CAPO PRIMO. 

Della Genesi , e delle Proprietà 
delle Equazioni. 

*• Le equazioni di grado superiore 
si considerano prodotte dalla moltiplica 
di due, o più equazioni semplici ridotte 
al zero , le quali esser possono del pri¬ 
mo grado, del secondo , del terzo ec. , 
come x — a = 0 , y -b c = 0 9 £—d 2 
= 0 1 ** a 3 = 0 , - c 3 m = e . 

I valori lineari delle incognite nelle equa¬ 
zioni di grado superiore possono essere 
fra loro uguali , o disuguali, positivi, o 
negativi, razionali, o sordi, reali, o im¬ 
maginar). 

3. A quattro casi si può ridurre la 
genesi delle equazioni di grado supe¬ 
riore. 

i.° Allorché le componenti sono tutte 
del primo grado. 

i.° Quando le componenti sono di 
grado superiore al primo , e tutte dello 
stesso grado. 

3*° Qualora le equazioni componenti 
Sono tutte di diverso grado, 


4. 0 Allorché fra le equazioni com¬ 
ponenti di grado diverso se ne incontrano 
alcune , che sono del medesimo grado. 

Cominciamo a esaminare le equa¬ 
zioni prodotte da quelle del primo grado. 

4 . Abbiansi due valori positivi di un* 
incognita x = a, x == c , coi ridurre 
queste equazioni uguali al zero, si ha 
* — a = *> , x — c = 0 , le quali, es¬ 
sendo fra esse moltiplicate, danno l’equa- 

zione composta x 2 “ * j * + a c = * , 

in cui, dopo d’ aver ordinati i termini 
secondo i gradi dell’incognita, s’ osserva 
i.° Che l’equazione ha tutti i suoi 
termini, e che il primo termine contiene 
la sola incognita elevata alla potestà in¬ 
dicata dal numero delle equazioni com¬ 
ponenti. 

i.° Che il coefficiente del secondò 
termine contiene la somma dei due va¬ 
lori dell’ incognita col segno mutato. 

3. 0 Che 1’ ultimo termine denomi¬ 
nato 1’ Omogèneo di comparazione è pro¬ 
dotto dalla moltiplica dei due valori, ed 
ha il segno pròprio. 

4*° Che i segni, i quali precedo- 
110 i termini dèli’ equazione, sono al- 
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ternamente positivi, e negativi. 

5. 0 Se si suppone, che sia a — c , 
1 equazione composta diventa una po¬ 
testà perfetta - zax a 2 ss 0 , 

5; Le equazioni di primo grado , le 
quali producono un’ equazione di grado 
superiore , si chiamano Radici deli ’ equa¬ 
zione composta . 

6 . Ciò , che detto è dei valori posi¬ 
tivi dell* incognita di un’ equazione com¬ 
posta (§. 4.) 9 dire si dee dei valori ne¬ 
gativi , col solo divario , che tutti i ter¬ 
mini dell equazione hanno in questo caso 
il segno -+•, come s’ osserva nella se¬ 
guente equazione prodotta dai due valori 
negativi x-*-a=;0 9 x~t~ct= # 

X 2 ^ “ | * ac = e . 

Ma , se uno dei valori sarà positi¬ 
vo , e l’altro negativo, allora la se¬ 
quela de’segni riuscirà con ordine per¬ 
turbato , ed il coefficiente del secondo 
termine sarà espresso dalla differenza fra 
i due valori col segno contrario y conti¬ 
nuando però sempre l’omogeneo ad es¬ 
sere il prodotto dei due valori col segno 
proprio. Se le due radici sono x — a 
= p, x -h c <= 0 , 1’ equazione com- 
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posta sarà a ( x — ac =? * , i n 

•+■ c 5 

cui, correggendo 1 ’ espressione , il coef¬ 
ficiente del secondo termine sarà posi¬ 
tivo, o negativo , secondo che sarà c 
maggiore i o minore di a . Qualora poi 
sarà a = c 9 allora il secondo termine 
scomparirà, e 1 ’ equazione composta di¬ 
venterà semplice , come x* — a 2 = 

7 * Abbiansi tre valori positivi dell’ in¬ 
cognita y •=. a 9 y ■= b , y -=. c 9 col 
ridurre queste equazioni uguali al zero , 
si ha y a = 0 » y — £ = * •> y ~~ c = 

Si moltiplichino fra esse , e si ha la 

composta 

y 3 — al -+- ab 1 

— ^ > y z •+" 5 y — afc = * , 

— c ) «4- bc ) 

in cui, dopo d’ avere ordinati i termini 

secondo i gradi dell’ incognita , s’ osserva 
pure (§. 4) 

i.° Che l’equazione ha tutti i suoi 
termini, e che il primo termine contiene 
la sola incognita elevata alla potestà in¬ 
dicata dal numero delle equazioni com¬ 
ponenti. 

2. 0 Che il coefficiente del secondo 
termine contiene la somma dei valori 
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dell’ incognita col segno mutato. 

3. 0 Che il coefficiente del terzo 
termine contiene la somma di tutti i 
prodotri d’essi valori da due in due col 
segno proprio, e che l’omogeneo è il 
prodotto dei tre valori col segno mu¬ 
tato. 

4 *° Che i segni sono alternamente 
positivi, e negativi, 

5. 0 Se si supporranno fra loro uguali 
i tre valori di y , 1’ equazione composta 
riuscirà una potestà perfetta. 

y 3 —• 3 ay x -+- 3 ay — a 3 ==,*. 

8. Se della precedente equazione i va¬ 
lori di y saranno negativi , 1’ equazione 
composta avrà la stessa forma , qol solo 
divario , che tutti i suoi termini avranno 
il segno 

Ma se uno, o due valori saranno 
positivi, e l’altro sarà negativo, allora 
la sequela de’ segni si manifesterà con 
ordine perturbato , e , dopo d’ aver cor¬ 
retta f espressione, il coefficiente del se¬ 
condo termine esprimerà la differenza fra 
i valori dell’incognita coi segno mutato; 
e, se i due valori positivi saranno uguali 
al negativo, esso secondo termine scom¬ 
parirà, 1 tre prodotti , che formano il 
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coefficiente del terzo termine , avranno 
pure segni diversi , di modo che que¬ 
sto coefficiente sarà la differenza fra essi 
prodotti col segno proprio, ed allorché 
la loro differenza sarà zero, il terzo ter¬ 
mine scomparirà. Quanto poi all’ omo¬ 
geneo, esso sarà sempre il prodotto dei 
tre valori dell’ incognita coi segno mutato. 

9. Se le equazioni ^ *— a = £ 

= 0, f — c = * , { — d = * si molti¬ 
plicheranno fra esse, s avrà la composta 


V 


•+* ab 


— ai -4 - ac f 

— abc ] 

— b f , -f. ad ( 

— 


— acd | ^ 

— d 1 -+- bd I 

— bcd J 

J -bcd] 




in cui, dopo d’aver ordinati i termini 
secondo i gradi dell’ incognita, s’osserva 

i.° Che la medesima ha tutti i suoi 
termini, e che il primo termine contiene 
la sola incognita elevata alla potestà in¬ 
dicata dal numero delle equazioni com¬ 
ponenti. 

i.° Che il coefficiente del secondo 
termine contiene la somma dei quattro 
valori col segno mutato. 
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?.° Che il terzo termine contiene 
la somma dei prodotti d’ essi valori di 
due in due col segno proprio. 

4 -° Che il coefficiente del quarto 
termine contiene la somma dei prodotti 
di tre in tre col segno mutato , e che 
l’omogeneo è il prodotto d’essi valori 
coi segno proprio. 

5 ; ° Che i segni sono alternamente 
positivi, e negativi. 

y Se si supporrà , che i quattro 
valori steno fra loro uguali, 1 ’ equazione 
composta riuscirà una potestà perfetta 
T “ 4<J{ J + 6*Y - 4 a J f + a* — «. 
to. Le osservazioni fatte rispetto ai 
valori positivi dell’ incognita { (§. f s j 
debbono applicare precisamente ai valori 
negativi col solo divario, che tutti i 
termini dell’equazione composta avranno 
il segno -k 


Occorrendo poi, che alcuni valori 
dell incognita sieno positivi, ed altri ne¬ 
gativi , allora j segni saranno disposti 
con ordine perturbato , il coefficiente 
del secondo termine esprimerà la diffe¬ 
renza fra i valori dell’ incognita col se¬ 
gno mutato j e qualora questa differen¬ 
za sarà 2 ero, il secondo termine $com- 
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parirà. Il coefficiente del terzo termine 

sarà pure la differenza fra li prodotti 
d essi valori di due in due col segno 
proprio, e questo termine scomparirà, 
ognorachè la differenza fra essi prodotti 
sarà zero. Il coefficiente del quarto fer¬ 
mine sarà la differenza fra li prodotti 
di tre in tre col segno mutato, e questo 
termine scomparirà pure, se la differenza 
fra i prodotti sarà zero. L’omogeneo sarà 
poi sempre il prodotto di tutti i valori 
col segno proprio. 

ii. Allorché nelle equazioni compo¬ 
nenti i valori dell’incognita sono espressi 
da radicali, l’equazione prodotta dalla 
moltiplica di esse ha la forma, e le pro¬ 
prietà istesse, che si sono osservate nelle 
equazioni precedenti nate da quantità 
razionali. 

Se si^moltiplica * — a = a , per 
x v ^cm= 0 , si ha l’equazione com¬ 
posta x 1 — a i _ 

_ J—\ x + a\/ cm = a, e se 

v cmj 

questa si moltiplica ancora per x — 

= si ha la composta. 

X 3 a _ | + af cm 1 

? X 2 à)/ dn [ X - a y/Tdmn—* 

’ ^ dn j y/cdmn J 


i 


IO 

Se si moltiplica y +• V 77 = * p ef 
yy/ 7 J 0, si ha la composta 

y 2 - 4 - y/ ad } .—- 

-4- V 7 j ^ acd t — e se questa si 

moltiplica ancora per y ~b Va/ = * si ha 
*-V cf)y' -+• aV df\ y-+- afV7d = *, 

Va} \ -f- fV ac ) 

e così di altre, nelle quali si osserveranno 
le proprietà descritte ( §§. 4, 5, 6 , 7, 8 ). 

i*. Siccome nel comporre altre equa¬ 
zioni, usando quantità razionali, o sorde, 
s' incontrano sempre i medesimi risulta- 
menti , così addurremo le seguenti regole 
generali per le equazioni di qualsivoglia 
grado prodotte dalla moltiplica di equa¬ 
zioni del primo grado. 

Allorché i valori dell’incognita 
sono tutti positivi, o tutti negativi, 
T equazione ha sempre tutti i suoi ter¬ 
mini, Ma, se alami di questi valori 
sono positivi, ed altri negativi-, può suc¬ 
cedere, che manchi qualche termine nell’ 
equazione composta. 

2. 0 Nelle equazioni, che hanno 
tutti i loro termini, s’osserva, che il 
primo termine contiene la sola incognita 
elevata alla potestà indicata dal numero 
delle componenti. 


3/ Il coefficiente del secondo ter¬ 
mine contiene la somma di tutti i valori 
dell’ incognita col segno mutato. 

4 » w li coefficiente del terzo termine 
contiene la somma di tutti i prodotti di 
due in due d’essi valpri col segno 
proprio. 

f*° II coefficiente del quarto termine 
contiene la somma dei prodotti di tre in 
tre col segno mutato. 

6. q il coefficiente del quinto termine 
contiene la somma dei prodotti di quattro 
in quattro d’essi valori col segno pro¬ 
prio, e così di mano in mano degli altri 
termini successivi. 

7. 0 L’omogeneo è sempre il pro¬ 
dotto di tutti i valori col segno proprio, 
qualora nell’ equazione forma un termine 
dispari, e col segno mutato , se rappre¬ 
senta un termine pari. 

8.® Ognorachè i termini di una 
proposta equazione sono alternamente 
positivi, e negativi, i valori dell* in¬ 
cognita sono positivi, e per contrario 
sono negativi essi valori, se tutti i segni 
sono positivi ; e si dirà, che alcuni 
de’ valori sono positivi, ed altri nega¬ 
tivi , semprechè i segni dei termini sa- 


ranno disposti con ordine perturbato , e 
che altrettanti» sono i valori positivi , 
quante sono le mutazioni d’ essi segni , 
ed altrettanti sono i valori negativi , 
quante sono le sequele de’segni simili^ 
Per esempio nell’ equazione y 3 

— 6 y — 3 o = ss esistono due valori ne¬ 

gativi, poiché due sono le sequele dei 
segni simili dal primo al secondo ter¬ 
mine , e dal terzo al quarto, e trovasi 
un valore positivo, poiché s’ osserva la 
mutazione di segno dal secondo al ter¬ 
zo termine. Nell’equazione x s _ a x+ 

— c z x 3 -+-c J x 2 -h tri* x — d s = p tre so¬ 
no i valori positivi, poiché tre sono le 
mutazioni di segno , e due sono i valori 
negativi, perchè vi sono due sequele di 
segni simili. 

9. 0 Qualora manca un qualche fer¬ 
mine nell’equazione, si conchiude a di¬ 
rittura , che alcuni valori dell’ inco¬ 
gnita sono positivi, ed altri negativi , e 
che la differenza fra essi, o fra i loro 
prodotti si riduce a zero. Affine poi 
d’individuare in questo caso il numero 
de’ valori positivi, e quello de’ negativi, 
si scrive l’asterisco, ossia la stellerta 
preceduta dal segno ambiguo zt in vece 


ilei termine mancante, e s’osserva ciò, 
che risulta dal supporre il segno posi-* 
tivo, e indi negativo : qualora in am¬ 
bedue le supposizioni riescono identiche 
le conseguenze, cioè se s’ottiene lo 
stesso numero di valori positivi, e ne¬ 
gativi , dire si dee, che tali sono i va¬ 
lori dell’incognita. L’equazione^ 3 — l 0 9 J 
-+■410 = 0 mancante del secondo ter¬ 
mine si scrive così 

y ì — # — io 9>y-+-410 = 0, indi, con¬ 
siderato 1 asterisco preceduto dal segno 
si trova, che due sono i valori posi¬ 
tivi, ed uno negativo, e considerando 
in seguito l’asterisco preceduto dal se¬ 
gno —, si trova , come prima, che due 
sono i valori positivi, ed uno negativo ; 
epperò , essendo identiche le conse¬ 
guenze , si conchiude, che tali sono i 
valori dell’ equazione proposta. 

13. Dal considerare il modo , con 
cui si producono le equazioni composte , 
si scorge facilmente la maniera di di¬ 
scomporle. A tal fine si formi un’ equa¬ 
zione del primo grado, il cui primo 
termine sia l’incognita, e 1* altro sia 
uno de’ divisori dell’ omogeneo prece¬ 
duto dal segno più, o meno, secondo 


che indica l’ordine de’segni nell’equa¬ 
zione proposta i indi si divida la com¬ 
posta per quella del primo grado : se in 
questa divisione s’otterrà un quoziente 
esatto, si dirà, che essa equazione del 
primo grado è una delle componenti. Si 
divida questo quoziente per un* altra 
equazione del primo grado formata, come 
sovra, e, se s’otterrà un altro quoziente 
esatto, si dirà, che quest’altra equa¬ 
zione dividente l è pure una delle compo¬ 
nenti , e così successivamente , dovendosi 
proseguire 1’ operazione , finché $’ arrivi 
ad avere un quoziente del primo grado ; 
mediante le quali cose s’avranno le radici 
dell’ equazione proposta. 

Dell’equazione x 2 * j x ac = * 

i divisori dell’omogeneo sono i 9 a, c, ac. 
Se T equazione composta si dividerà per 
l’equazione del primo grado x — a = „ 
s’ avrà di quoziente esatto x c =± 
Ma, se si dividerà per * — i 0 per 
x — ac === *, piu non sara esatto il quo¬ 
ziente. Pertanto si dirà, che le due ra¬ 
dici dell’ equazione proposta sono x — a 


Dell’ equazione 
y 3 — a è -4-ab\ 

— b\y z 4 - ac > y — abc= * i divisori 

— c) + bc\ 

dell’omogeneo sono i , a , b , c, ab- y 
ac , abc ; se questa equazione si di¬ 
viderà per j — c , s’avrà di quoziente 

esatto y 1 _ y -b ab = 0 , e se que¬ 

sto si dividerà per y — b = 0 , s’ avrà 
di quoziente esatto y — a =a= * , ma, se 
si tenterà ia divisione per y meno un 
altro de mentovati divisori dell’ omoge¬ 
neo , più non s’ otterrà il quoziente esatro. 
E però si dirà, che le tre radici deli’ 
equazione proposta sono y — c = 0 y 

y—bz=^ y — a = 0 . 

Dell’ equazione 

*+- ab J 

— acl -4- a bc 

1 —adii —acci 

— bd\ ~bcd 
■+• cd ) 

1 divisori dell’omogeneo sono 1, a, b , c y 
d > ab , ac , he , g</ , , cd , g£c , abd , 

bcd 9 abed. Se quesra equazione si 
dividerà per { ^ s’avrà jlcuo¬ 

cente esatto. 


S { -4- gW = I* 



1 6 ? 
£ — a) H- ab) 

— b\ i 1 — ac\ l •+■ ohe s=s 

-4- e j ) 

Dividasi questa per { — b , si troverà 
il quoziente esatto { 2 {— ac = *» 

e col dividere quest’ ultima equazione per 
f -H c = 0 , si ha il quoziente esatto 
{ — a = p. 

Se si fosse tentata la divisione per 
^ — d = fi , o per [ —c = «, o per { -+- b 
e= *, o per ^ a = *, o finalmente 
per £ più , o meno qualchedun altro 
degli specificati divisori dell’ omogeneo , 
più non si sarebbero ottenuti quozienti 
esatti. E però si dirà, che le quattro ra¬ 
dici dell’ equazione proposta sono £ — a , 
==*, ^H-c = 0, f-hd=p. 

14. Se nell’equazione composta si so¬ 
stituiranno in vece dell’incognita i suoi 
valori col segno proprio, tutti i termini 
scompariranno. 

Le radici dell’equazione 

* a | x *4- ac = 0 essendo x — a = ? , 

ed x _ c = *, i valori dell’ incognita 

sono x s= a , x = c. Sostituiscasi in vece 
di x uno di questi due valori, e per 



«empio c, l’equazione composta si tro- 
vera 2 «dotta a quest’ espressione c 2 — ac 

~~c- -t- ac = i n cui tutti i termini si 
distruggono. 

Le radici dell’equazione 

a ì -h ab ! 

h ~ ac ( i +ab c = * 

■+-C | bc 

sono H ~ a = », = { + c = *, 

no^V tr f_ ^‘^dell’incognita so- 

auesd d ‘ ? si sost 'tuirà uno di 

zinne 0 " ’ 6 per esem P'o a, l’equa¬ 
zione composta si troverà ridotta a quest’ 
espressione. ^ 

a 3 — a 3 4- a 2 b 4- abc = 0 
— a 2 b a 2 C 
“*■' a 2 c abc 

“ Cui Iutti ' termini si distruggono. Lo 
tesso succederà, se in vece dell’inco¬ 
glila si scriverà il suo valore negativo 
- c, giacche in questo caso l’equazio- 

le composta sarà ridotta a quest’ altra 
espressione 2 

c J — ar _ abc 4- abc — 0 
— bc z 4- ac l 

“+* c 3 4- bc* 
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in cui i termini si distruggono tutti, e 
così di altri casi. . . 

Prima di esaminare le equazioni 
compóste da quelle semplici, che sono 
di grado superiore al primo ( §. 3 n. 2 ) , 
d’uopo è considerare la genesi, e, la 
natura di queste componenti. 

L’equazione semplice di secondo gra- 
do x 1 — a* = * è prodotta dalla mol¬ 
tiplica di x —- a = * per x -+■ a = * i 
ma 1’ equazione x 2 -+~ a? = 0 ha le due 
radici immaginarie , stame che dall’ equa¬ 
zione x 3 = _ a z non si può estrarre 

la radice quadrata , essendo negativa la 
quantità a 2 . 

L’equazione semplice del terzo grado 

yi _ o} — 0 è prodotta dalla moltiplica 

di y — a— 0 per y~ -+- <zy 4- a 2 = 0 , le 
cui radici sono immaginarie, stante che 
il quadrato della metà del coefficiente 
del secondo termine è minore dell’omo¬ 
geneo. L’ equazione y* Hh a* = * è pro¬ 
dotta dalla moltiplica di y -ha - p per 
y* _ ay a* = * , la quale ha pure le 
sue radici immaginarie, e però se esse 
equazioni semplici di terzo grado hanno 
una sola radice reale , sarà positiva la 
prima , e negativa la seconda. 


L equazione semplice del quarto 
grado — a 4 = ^ è prodotta dalla mol¬ 
tiplica delle due equazioni £ — a =* * 9 
ì a = 0 per { 3 -h a z = le cui ra* 
dici sono immaginarie ; onde due sole 
sono le radici reali ; ma 1* equazione 
i\ a 4 = * ha le quattro radici imma¬ 
ginarie, giacché non si può estrarre la 
radice quadrata dalla quantità negati¬ 
li equazione semplice del quinto 
grado x s — a* = ? è prodotta dall’ equa¬ 
zione x — a = ? moltiplicata per quest’ 
altra del quarto grado * 4 -+- ax* a 2 * 2 
*+- a 3 x a 4 ?= **, la quale, come ve¬ 
dremo nel capo terzo , ha le sue quat¬ 
tro radici immaginarie. L’equazione x s 
aS *= * è prodotta dall’ equazione x 
a = 0 per * 4 — ax* a z x* — a* x 
a ] =7 ** la quale ha pure le quattro 
radici immaginarie. E però ciascheduna 
di queste equazioni di quinto grado ha 
una sola radice reale , positiva, la prima, 
e negativa la seconda. 

L’equazione y 6 — c* = * è prodotta 
dalla moltiplica delle due equazioni y c 

T p P er ^ 4 ■+“ c* y z c* 0, 

e d i cui radici essendo tutte e quattro 


20 

immaginarie, due sole reali ne contiene 
F equazione proposta ; ma F equazione 
y 6 -+- c 6 = 0 ha tutte le sei radici im¬ 
maginarie. 

16. Generalmente si dirà, che un’ 
equazione semplice di grado qualsivoglia 
f ± a n = 0 avrà una radice positiva 
{ — a = 0 , ed un’ altra negativa { + a = 0 , 
ognorachè n sarà un numero pari, e F 
omogeneo a n sarà preceduto dal segno— 
ma saranno immaginarie tutte le sue ra¬ 
dici , se F omogeneo sarà preceduto dal 
segno . 

Qualora poi n sarà un numero im¬ 
pari , allora F equazione avrà sempre una 
radice reale , e questa sarà positiva , se 
F omogeneo sarà preceduto dal segno — , 
e sarà negativa essa radice , se F omoge¬ 
neo sarà preceduto dal segno -+-. Tutte 
le altre radici dell’equazione saranno poi 
sempre immaginarie. 

Inoltre convien notare , che, qua¬ 
lunque volta la quantità cognita dell’equa¬ 
zione componente sarà una potestà per¬ 
fetta indicata dall’esponente dell’incogni¬ 
ta , come x 2 — a 2 =■ * , y s ~ c s = 0 ec. , 
il valore dell’ incognita riuscirà sempre 
razionale * ma, se la cognita non sarà 
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potestà perfetta, come —. a bc = ^ 

f* — a 3 d — * ec., il valore dell’ incognita 
riuscirà sordo, ancorché reale. 

17. La moltiplica di quelle equazioni 
semplici, le quali, essendo tutte dello 
stesso grado, sono però di grado supe¬ 
riore al primo ( §. 3 11. 1 ) , produce quella 
specie d’ equazioni, che si denominano 
derivative. 


Se si moltiplicano le equazioni di 
secondo grado * 2 — a x = 0, x l — c 2 = * 
si ha V equazione derivativa 
x* ~ a 2 ) 2 

^ c z ) x c* — 0 , e se questa si 

moltiplica per un* altra pure di secondo 
grado x* —« d 1 = <*, si produce quest’ 
altra equazione derivativa 

~ c* t x* + a 2 d l ( * 2 - a* < 2 d l » *. 

~ d 2 ) c 2 d 1 \ 


Se si moltiplicano le due equazioni 
di terzo grado y ì + a J = 0, y + c* = ? , 
ri ha r equazione derivativa 

y* 


v! 


y -H c* = 0 


C °1 moltiplicare quest’ equazione per un’ 
a j tra di terzo grado y* d* =z si h.a 

i equazione derivativa 


2 2 

y + * 9 } -b a’c* j 

-+- c 3 r / - 4 - a 3 d 3 / y* -h a 3 c 3 d 3 =- **. 

•+- ! -+~ *■</» 5 

Se si moltiplicano le due equazioni di 
quarto grado _ a-* = o , {♦ -t- c * = ^ , 
si ha l’equazione derivativa 
r 8 — a 4 J 

1 4 ) f 4 — a 4 c 4 = a 

H- c 4 $ 1 

e moltiplicando ancora per l’equazione 
di quarto grado fr _ „ ? s ; | la q Uest > 
altra equazione derivativa. 

£ 12 — a* | — aV* » 

-+- C I f 4- <t 4 d 4 ; r* a 4 d 4 — » 

— <f 4 1 — c 4 i 4 ) 

e così di altre. 

18. Allorché si considera più partico¬ 
larmente la forma delie equazioni deri¬ 
vative , si trova : 

i,° Che gli esponenti dell’incognita 
formano una progressione aritmetica di- 
scendente, il cui denominatore è mag- 
giore dell’ unirà* 

i. 9 Che in quesre equazióni man¬ 
cano que* termini, in cui l’esponente dell’ 
incognita è compreso fra due termini 
della progressione. 

3» 9 Che il denominatore delia pro¬ 
gressione esprime il grado, cui è elevata 
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P incognita nelle -equazioni componenti. 

4. 0 Che il numero delle equazioni 
componenti è espresso dal quoziente , 
che s’ ottiene dividendo 1* esponente mas¬ 
simo dell’ equazione composta pel deno¬ 
minatore della progressione. 

5. 0 Che le proprietà delle equazioni 
derivative sono per rapporto alle loro 
componenti le medesime, che si sono 
dimostrate ( §. n ) per riguardo alle 
componenti del primo grado, e così dell* 
equazione derivativa 

x is — a 3 x iz c é x 9 — d 9 x 6 -+* f li x* — k tf 
= 0 , il coefficiente a? di x 14 contiene la 
somma di tutte le cognite delle com¬ 
ponenti col segno mutato. Il coefficiente 
c 6 di x 9 contiene la somma di tutti i pro¬ 
dotti di due in due d’ esse cognite col 
segno proprio. Il coefficiente d 9 di x* con¬ 
tiene la somma dei prodotti di tre in tre 
d’ esse cognite col segno mutato. Il coef¬ 
ficiente / 12 di x l contiene la somma dei 
prodotti di quattro in quattro col se¬ 
gno proprio , e f omogeneo k IS è pro¬ 
dotto dalla moltiplica di tutte esse co¬ 
gnite col segno mutato. 

Lo stesso dire si dee di qualsivoglia 
altra derivativa. 


* 9 - Affine di riscontrare più partico¬ 
larmente la teoria dell’ antecedente para¬ 
grafo , si consideri 1* equazione derivativa 

*4 — a z ì 

— c * \ x •+" ^ = * , 
si vede tosto, che gli esponenti dell’ 


incognita formano 
inetica discendente 


la progressione arie- 

- r 4- a. il cui de- 

nominatore è a, che l'equazione è prò- 
dotta da due semplici del secondo era - 
do, e che, attesa l’alternativa de’ segni 

1 * aI °" dl «* ^no ambidue positivi ’ 
onde il suo coefficiente contiene la som¬ 
ma dei due valori col segno mutato e 
1 omogeneo è il prodotto degli stessi 
due valori col segno proprio. In oltre 
s osserva , che mancano i termini di 
* » 1 cui esponenti sono frapposti 


della 


progres- 
' equa- 


ai termini 4 , 2 , e 2 
sione. 

Se poi si suppone a 2 
zione composta diventa la potestà 
fetta x* — ia a x‘ +a ( = » , l a cui rad F , ce 
e x z - a 1 = 0. 

Nell’equazione derivativa 

y — a 3 




j f - a'b’ _ 


gli esponenti dell’ incognita formano l a 




progressione aritmetica discendente -f. 6 . 
3. il cui denominatore è \ sicco¬ 
me , dividendo 6 per 3, si ha 1 di quo¬ 
ziente , si dirà, che 1* equazione è pro¬ 
dotta da due semplici del terzo grado. 
In oltre s’ osserva, che nella equazione 
proposta mancano i termini di y 5 , y* 9 
y z » y > essendo gli esponenti de’ due 
primi fra i termini 6 , 3 della progres¬ 
sione i e gli esponenti dei due ultimi 
fra i termini 3 , « d’ essa progressione. 
Siccome 1 ’ ordine de’ segni indica , che 
de valori dell’ incognita y 3 uno è posi¬ 
tivo , e T altro negativo, così la diffe¬ 
renza d’ essi due valori forma iL coeffi¬ 
ciente di y 3 col segno mutato , e 1’ o- 
mogeneo è il prodotto de’ due valori 
col segno proprio. 

Se si suppone a 3 = b 3 , il termini , 
in cui trovasi y 3 scomparisce , e 1’ equa¬ 
zione composta diventa y 6 a 6 = 

Nell equazione derivativa 
l 6 — l +a^ 

— H f 4 H- a V 
— c x ) -hb'c* 
la progressione aritmetica formata dagli 
esponenti è + 6 . 4. 1 . «, il cui deno¬ 
minatore è 2 , e dividendo 6 per 1, si 
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ha 3 di quoziente ; perciò si dirà , che 
l’equazione è prodotta da tre semplici 
del secondo grado -, ravvisandosi in essa 
mancami i termini di { s » -f 1 7 , i cui 

denominatori sono frapposti ai termini 
4’ 4i 1 9 * della progressione. 

Considerando poi i coefficienti dei ter¬ 
mini esistenti nella proposta equazione 
si ravvisano per rapporto all’ incognita’ 
l* le proprietà additate (§. n, 18 n. lt ). 

Nell’ equazione derivativa 
x 9 — a 3 ) — a 3 c 3 I 

-h c>)x‘~ a'# \ x*- a’ d> ~ 
d 1 ) -+• c’d’ ) 

gli esponenti dell’ incognita formano la 
progressione decrescente -f* 9. 6 . 3. jj 
cui denominatore è 3 3 siccome poi, di¬ 
videndo 9 per tre, si ha 3 di quoziente, 
si'dirà, che quest’ equazione è prodotta 
da tre semplici del terzo grado. I n quest* 
equazione si vedono pure mancanti 1 ter¬ 
mini dell’incognita , i cui esponenti sono 
frapposti fra i termini della progressione 
aritmetica. Se si supporrà a 3 == c * + # * 
il termine , in cui trovasi x 6 scomparirà , 
e scomparirà pure l’altro termine , in 
cui trovasi x 3 , se sarà a 3 c 3 + a 3 
c 1 d 3 • 


2 7 


Nell’equazione derivativa 
y xi -h a 4 i + a + M i 

a + c* (' ^y 4 -t- <24 &+ c+ = 0 

■+• C 4 ] - 4 - £ 4 C 4 J 

gli esponenti dell’ incognita formano la 
progressione -r 11.8.4.0, il cui deno¬ 
minatore è 4; e poiché , dividendo T es¬ 
ponente 11 per 4, si ha 3 di quoziente, 
si dirà, che quest’ equazione è prodotta 
da tre semplici del quarto grado ; osser¬ 
vandosi pure in essa le altre proprietà 
divisate nelle precedenti. Se si supporrà 
a 4 = Z> 4 = c 4 , f equazione proposta riu¬ 
scirà una potestà perfetta. 
y xz + 3 3 ^ V 4 & IZ == 0 ? Is cui ra - 

dice cubica è j 4 + a 4 = 

io. Conoscendo il modo, con cui si 
producono le equazioni derivative , si 
scorge facilmente la maniera di discom¬ 
porle ( §. 13), bastando per ciò for¬ 
mare un’ equazione semplice, il cui pri¬ 
mo termine sia f incognita elevata al 
grado indicato dal denominatore della 
progressione, e l’altro termine sia uno 
de’divisori dell’omogeneo preceduto dal 
conveniente segno. Se nel dividere l’equa¬ 
zione composta per la divisata semplrce 
s’otterrà un quoziente esatto, si dirà 9 
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che essa semplice è una delle compo¬ 
nenti. 

Se T equazione 
x>-a 3 ì — a 3 c 3 j 

-ir c* > x 6 — a 3 d 3 5 x 3 — à 3 c 3 d 3 — 0 
^ ) •+- c 3 d 3 ) 

in cui i divisori dell’omogeneo sono i 
à 3 , c 3 , d 3 , a 3 c 3 , a 3 ^ 3 , c 3 d 3 , a 3 c 3 ’ 

si dividerà per - a 3 = 0 , s’ avrà di 

quoziente esatto 
x‘ -t- c 3 ) 3 

d } ) x +c3 ® 3 = ^ e se questa si 
dividerà per *> c » = « , s > avrà il 

quoziente esatto * 3 -4. d 3 = 0 ; si dirà 

adunque, che le componenti dell’ equa¬ 
zione proposra sono x 3 — a 3 = <*, x 3 

c 3 = *, x 3 + d 3 = 0. 

21. Se nell’equazione proposta si sos¬ 
tituirà in vece di * 3 uno de’valori ri- 
trovati dell’ incognita, e per esempio *3 , 
tutti i termini dell equazione scompari- 
ranno 9 come s osserva in questa espres¬ 
sione 

a 9 — a 9 — a 6 c 3 — a 3 c 3 d 3 = 

-h a 6 c 3 — a 6 d 3 
-+- a‘ d 3 a 3 c 3 d 3 

22. Le equazioni prodotte da com¬ 
ponenti di diverso grado ( §. 3 n. 3 ) si 
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rappresentano sotto altre forme , ed 
hanno delle proprietà particolari, le quali 
dipendono dal numero delle compo¬ 
nenti. Noi esamineremo i due seguenti 
casi, cioè : 

i.° Qualora l’equazione composta 
è prodotta dalla moltiplica di due sole 
di qualunque grado esse sieno. 

2. 0 Quando le componenti sono in 
numero di tre. Da quanro si dirà in 
quest’ esame sarà facile di estendere la 
teoria a quelle altre equazioni , che sono 
prodotte da un maggior numero di com¬ 
ponenti. 

23. Cominciando dall’esame del primo 
caso ( §. 22), si osserva, che, se si 
moltiplica x 2 — a 1 = ? per x — c = 0 , si 
ha T equazione x 3 — ex 2 — a 2 x + a 3 c = 0 
di quattro termini, in cui ciascheduno 
de’due di mezzo è prodotto dalla mol¬ 
tiplica dell’ incognita di una delle com¬ 
ponenti per la cognita dell’altra, e che 
il segno , il quale precede ognuno d’ essi 
due termini, è lo stesso , che s’ appar¬ 
tiene alla quantità cognita $ di maniera 
che P incognita x 2 del secondo termine 
meno il coefficiente a 2 del terzo termine 
formano una delle equazioni componenti i 
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e 1* incognita x del terzo termine meno 

il coefficiente c del secondo termine for¬ 
mano l’altra componente $ osservandosi 
pure , che F omogeneo è prodotto dalla 
moltiplica delle due cognite col segno 
proprio. 

Se le cognite nelle componenti 
avranno il segno più, l’equazione com¬ 
posta sarà x 3 ■+• ex 2 -+• a 2 x -+* a c = 0, di 
maniera che, quanto s’ è detto del segno 
meno, si dee applicare precisamente al 
segno + ; e se una delle cognite sarà 
.preceduta dal segno e l’altra dal se¬ 
gno —, i due termini di mezzo dell’equa¬ 
zione composta avranno pure il segno 
•corrispondente a quello, che ha la co¬ 
gnita nella componente, e l’omogeneo 
avrà il segno proprio. 

Le medesime proprietà si ravvisano 
pure nelle seguenti equazioni, alcune 
delle quali sono composte da due di 
grado superiore al primo, mentre altre 
sono prodotte da una del primo grado, 
e da un’ altra di grado superiore. 

Se si moltiplica y 3 — a 3 =: * per 
y = si ha y 4 “h r y 3 — a3 y — a 3 c=zu. 

Se si moltiplica a 3 -= a per 
_c* -= 0, si ha £ s — c : { J + — ah 2 = 


Se si moltiplica x+ + a* = * per x-t-c 
= *, si ha x s + ex 4 + a 4 x ■+■ a+c == 

Se si moltiplica y s ~ a 5 = » per ^ 
—, c = p, si ha y 6 — cy s — a*jy a 5 c = e m 
Se si moltiplica — a 4 = 0 per ^ 
+ c 2 = ^, si ha f 6 + c a ^ 4 — &Y — a*c 2 ~ *.* 
Se si moltiplica y 4 — a 4 = 0 per y$ 
— d* ss * , si ha __ d 4^y* + a ^3 

= 0 » e cosi di altre, qualunque sia il 
grado della composta, e quello delle 
componenti. 

24. Da quanto sovra si è accennato 
si deduce, che 'le equazioni di quattro 
termini prodotte da equazioni semplici 
di grado diverso hanno le seguenti 
proprietà : 

i.° I segni sono o tutti positivi, o 
alternamente positivi , e negativi , o 
positivi i due primi, e negativi gli altri 
due, o finalmente sono positivi i due 
estremi , e negativi i due di mezzo. 

i.° Che T incognita del secondo 
termine piti, o meno il coefficiente del 
terzo formano la componente più ele¬ 
vata, e che T incognita del terzo ter¬ 
mine più , o meno il coefficiente del 
secondo somministrano la componente 
meno elevata. 


3.' Che il prodotto d’essi due coef¬ 
ficienti forma sempre l’omogeneo. 

4. 0 Che venendo proposta una qual¬ 
che equazione , in cui s’incontrino le 
divisate proprietà, sarà facile risolverla 
nelle sue componenti. 

15. Qualora le equazioni componenti 
sono in numero di tre ( §. 11 n. 2), 
l’equazione composta ha orto termini, 
o solamente sette. Nel primo caso la 
composta è sempre prodotta da equa¬ 
zioni semplici di grado superiore al primo j 
ma nel secondo caso essa composta è 
prodotta, o da equazioni di grado supe¬ 
riore al primo, o dall’ incontrarsene fra 
le componenti una del primo grado , e 
cominciando dalle equazioni appartenenti 
al primo caso. 

Si moltiplichino le equazioni sem¬ 
plici x 4 — a 4 = S* 3 + c* =z0,x z _^ 2 = 0, 
s’avrà la composta x> — d z x 7 + c 3 x 6 

_ a* x s — - 3 d z X 4 + a 4 d z x ì — a 4 c 3 x 2 

+ a 4 c^ 2 == 0, in cui s’osserva: 

i.° Che il coefficiente del termine 
d* x 7 è la cognita, che s’appartiene alla 
componente meno elevata. 

z.o Che il coefficiente del termine 
c 3 x* è la cognita della componente 
mezzana. 


* 4 *‘è‘l a cìa ÌI C ° e !f CÌe,Ue d€l ‘«««e 

elevata. ^ imponente, piCl 

i. • 4 ‘° C , he nel quinto termine si ha 

coir" f deV “ !a del,e equazioni 

cogita di’ " e SeSt ° termlne si ha r ' n - 
Set f- eila Componente mezzana, e nel 

elevata. term ‘ ne s ‘ ha l’incognita meno 
ceduti dal^egni'rT 3 'T* è ^ 

componente. S ’ 13 nel1 equazione 

coefficienti'!’ f £ " ,ol,, > licano } «* 

° e n ’ S * ? a un P rodo “° uguale all’omo- 
geneo col segno proprio. 

- /L f " ,0,Ii P ,icano le equazioni 

ha ,a eompoL llV.n { £t. ^ =fl : s ; 

+ cSd :?+°‘d4' * a‘c4 — a‘ Jd~~ / 

altra U 'ea’n a nCaVa "j 0 tU ' te ,e P ro P ri età dell’ 
altra equazione di nono grado. 

*6. Siccome le medesime proprietà 
• entrano pure in rutre le composte , 

OliciV CSSend0 P rodotte da tre sera- 
L r ’ hanno otto termini, così s j dirà 

posta Ti S e " erale ' c,le > essendo pro- 
P • « equazione di qualsivoglia grado, 
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la quale abbia otto termini, se in essa 
s’incontreranno le proprietà divisate nell’ 
antecedente paragrafo, si risolverà facil¬ 
mente nelle, ire componenti nel modo, 
che segue. 

Si prenderà il coefficiente del se¬ 
condo termine per la cognita dell’ equa¬ 
zione più depressa, il coefficiente del 
terzo termine somministrerà la cognita 
per la componente mezzana , ed il coef¬ 
ficiente del quarto termine sarà la co¬ 
gnita della componente più elevata. 

Le incognite per le equazioni com¬ 
ponenti si prenderanno nel quinto, se¬ 
sto, e settimo termine, e queste si uni¬ 
ranno colle cognite precedute dal segno 
proprio. 

Operando come sovra , si trova , 
che della prima equazione proposta (§. 1 5) 
le componenti sono x 4 — a 4 = 0 , 
x 3 + c 3 = , x 2 — d 2 = ft 9 che della 
seconda equazione in detto paragrafo 
addotta le componenti sono £ — a 6 = 

{ s — ( s — * > {’ — d‘ — «. 

17. Esaminiamo il secondo caso (§.15), 
considerando primieramente le equazioni, 
le quali, essendo composte da tre sem¬ 
plici di grado superiore al primo, hanno 
solamente sette termini. 


Sl Moltiplichino le equazioni y ? + ; 

ir!- c ’= ',>* + * = .-* e s’avrà 
composta di sette termini, fra i quali 
Quello di mezzo è duplicato. 

y, ° +dy ~ e ‘y 7 ■+■ a ‘y ! * «’Jy - «» f y 

— c’dy. 

- a'c'd* = ^ 

^si moltiplicano *« — 

di «Pi. ** * ■ T" = e » s * i ,a 1® composta 
Mezzo è pure m dupiicato *« 

— a 8 v 8 o , — c * 


-* 8 **-*-aW. 
• «***• . 


• « 


• «V* = 


volta 1 m r / OS f succec!erà » qual- 
clevate m , 0lt :P llCand0 ,e '"cognite menò 
vate di due componenti, s’avrà un 

della°té°za 8 c aie all> lnco g nita più elevata 

motivo per c7l" ente ’- ^ è « 

^ componenti diVT" Pr ° d ° tta da 

termine. P ° St ° " C ° efficieme de ' q^rto 

Considerando ancora più particolarmente 
qUesre equazioni , si trova : 

Ctn r 1,9 ^ le ne ^ < ? uart0 5 quinto, e sp. 

compormi. S ‘ hami ° ‘ C ÌnC ° SniIe delI « 
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i.° Che il coefficiente del secondo 
termine somministra la cognita col segno 
proprio per la componente meno elevata* 
che il coefficiente del terzo termine som¬ 
ministra pure la cognita col segno pro¬ 
prio per la componente mezzana, e se 
P omogeneo si dividerà pel prodotto d’essi 
due coefficienti, s’avrà nel quoziente la 
cognita col segno proprio per la com¬ 
ponente più elevata * avvegnaché l’omo¬ 
geneo è sempre il prodotto di tutte le 
cognite delle componenti. 

28. Ciò che detto è delle equazioni 
di sette termini nate dalla moltiplica di 
tre equazioni di grado superiore al pri¬ 
mo, fra le quali il prodotto delle due 
incognite minori nelle componenti ugua¬ 
glia la maggiore, dir si dee pure di quelle 
equazioni prodotte da tre semplici pure 
di grado diverso, fra le quali se ne trova 
una del primo grado. 

Se si moltiplicano le equazioni sem¬ 
plici x ì — b l = *, x 2 — a 2 = 0 , x — c = 0, 
si ha la composta di sette termini, fra 
i quali quello di mezzo è duplicato. 

X 6 — cx s —- a 2 * 4 -+- a 2 ex 3 b 3 ex 2 fax 


Se si moltiplicano le tre equazioni 

^ a4 — ' » y s -i- c> = * i y — à = », 

na pure la composta di sette termini, 
essendo eziandio duplicato quello di mez- 

2o , y l — c 3 y s -+. a 4 y+ — a + t/y* 

— c 3 dy+ , 

d = 0. 

Siccome nell’esaminare queste equa- 
z i°ni si trovano tutte le proprietà de¬ 
scritte ( § x 7 ), così, per averne le 
componenti , basterà usare la regola data 
nel mentovato paragrafo. 

* 9 - Occorrendo poi, che fra le com¬ 
ponenti di grado diverso se ne dia una 
di primo grado, e che il prodorto delle 
ue incognite meno elevate riesca minore 
eli incognita più elevata nella terza com¬ 
ponente , allora la composta avrà otto ter- 
min, j le cui proprietà varieranno qualche 
poco da quelle registrate (§ i<S, 17 ). 
oe le equazioni semplici f 

^ "V T~ 0 l d = 0 si moltiplicheran¬ 
no ra loro, s* avrà la composta di otto 
termini f - c 3 ^ - c 3 df _ - a'df 

’ + ' a ' c l { a s c 3 d == 0 , nella quale s’ os- 
serva , che i coefficienti del secondo, 
terzo , e q U j nro ternl j ne somministrano 
e co gnite per le componenti col segno 
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proprio , e che le incognite per esse coni- 
ponenti sono nel quarto , sesro, e setti¬ 
mo termine , T omogeneo continua ad es¬ 
sere il prodotto di tutte le cognite delle 
componenti col segno proprio. 

Siccome le stesse proprietà si danno 
in qualsivoglia altra equazione come so¬ 
vra prodotta, così le fatte osservazioni 
bastano per risolvere le equazioni di que¬ 
ste specie. n 

3°. Discorrendo finalmente delle equa¬ 
zioni prodotte da quelle componenti, fra 
le quali ve ne sono alcune dello stesso 
grado ( § 3 n. 4 ) s’osserva, che tali 
equazioni così composte partecipano delle 
proprietà delle altre prodotte nelle tre 
prime maniere : ma perchè intorno a 
queste produzioni si può fare un gran 
numero di combinazioni diverse e che 
riuscirebbe troppo lunga , e soverchia 
1 individuazione di queste cose , così 
nella regola generale, diesi darà ài capo 
4.0 per risolvere le equazioni, si faranno 
notare le riflessioni , che servono a tro¬ 
vare più facilmente tutto quanto ricercasi 
in somiglianti equazioni. 

3 ». Affine poi di conoscere,se le equa¬ 
zioni di primo grado hanno parte fra le 
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componenti dell’ equazione proposta, si 
faranno le seguenti osservazioni: 

1. a Se in qualche termine dell’equa¬ 
zione proposta s* incontrerà 1’ incognita 
lineare, saremo certi, che fra le com¬ 
ponenti ve n è almeno una di primo 
grado. 

2. a Se nell’equazione proposta l’in¬ 
cognita meno .elevata sarà del secondo 
grado , si ha luogo a sospettare , che le 
equazioni di primo grado non abbiano 
parte nella produzione dell’ equazione 
proposta ; e se 1 incognita meno elevata 
sarà dei terzo grado , crescerà il fonda¬ 
mento a sospettare , che le equazioni 
semplici di primo, e di secondo grado 
siano escluse dalla composizione dell’ 
equazione proposta. Dissi sospettare, poi- 
C1 j m mancanza dell’ incognita lineare , 
e della quadrata può anche nascere da 
valori positivi, e negativi, che distrug¬ 
gono essi termini mancanti (§. u.n. 9). 

3« a Sarà poi indizio certo , che le 
componenti sono di grado superiore al 
primo , ognivoltachè , essendo 1’ equa- 
zione composta libera dai radicali, si tro- 

Vera > che i valori dell’ incognita sono 
sordi. 


4 CAPO II* 


Del modo di trasformare 
Le Equazioni. 

31. T3icesi trasformare P equazione , 
allorché questa si muta in un' altra , in 
cui i valori dell’ incognita hanno una re¬ 
lazione cognita con quelli della proposta, 
di maniera che , venendo a conoscere 
gli uni, con tutta facilità si determinano 
poi gli altri. 

Le equazioni si trasformano in cin¬ 
que maniere , cioè : 

i.° Per mezzo di semplici sostitu¬ 
zioni. 

2. 0 Per mezzo della somma. 

3. 0 Per mezzo della sottrazione. 

4. 0 Per mezzo della moltiplica. 

5. 0 Per mezzo della divisione. 

33. Per trasformare un’equazione nel¬ 
la prima maniera ( §. 32) è necessario , 
eh’ essa sia derivativa , come P equazione 

x 4_ £ x l c 4 = 0, P equazione x 6 

— a z x+ -h c+x 2 -4- d J f 3 = * , T equazione 
y 9 a* y 6 — a 1 c*y l — l’equa¬ 

zione 1 16 — a 4 { la — d z { 8 4 - ^ 12 { 4 -h 
m"n 6 = ec. 


Tutte queste equazioni si trasfor¬ 
mano col supporre , che f incognita ele¬ 
vata al grado indicato dal denominatore 
della progressione sia uguale ad un’ altra 
incognita lineare , e sostituendo questa 
seconda incognita in vece dell’ altra , 
s’ ottiene 1* equazione trasformata. Per 
trasformare l’equazione x 4 — a 2 x 2 c 4 
= * » si suppone x 2 = y , e sostituendo 
Y in vece di x 2 , e y z in vece di x 4 , 
si ha y 2 — a 2 y c 4 = 0 per 1’ equa¬ 
zione trasformata, nella quale , dopo che 
si sarà trovato il valore di y , secondo 
che s insegnerà nel Capo 4.° , si sosti¬ 
tuirà poi nell’ equazione x 2 = y per avere 
il valore lineare di x = VJ, 

Per trasformare l’equazione a 3 y* 
— a 2 c+y 3 — ra'/i 4 = 0 y si supporrà y 2 
= x, e sostituendo x in vece di y 3 , x * 
in vece di y 6 , x 3 in vece di y 9 , s’avrà 
x 3 a 3 x z — a 7 c+x — m s n* = 0 per l* 
equazione trasformata, dalla quale si ri¬ 
caverà il valore di x , e questo si sosti¬ 
tuirà poi nell’equazione y 3 = x per avere 
quello di y = ^7. 

Per trasformare l’equazione £ 6 — a 4 ^ 1 * 
c 6 d 2 {* -+- d l2 f m 10 /2 4 = 0, si sup¬ 
porrà £ 4 = * , e questo , essendo sosti- 
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tuito nella proposta equazione, sommi¬ 
nistrerà x 4 — a+x* — c 6 d 2 x l d lz x -+- m 10 n s 
= * per l’equazione trasformata, da cui 
si caverà il valore di x , e questo si so¬ 
stituirà nell’equazione { 4 = x per avere 
quello di ^ y x , 

3 4 * Si trasformano le equazioni per 
mézzo della somma (§. 32. n. 2) collo 
scrivere l’incognita della proposta equa¬ 
zione, più la quantità, di cui si vuol 
accrescere. Questo binomio si uguaglia 
poi a un altra incognita , indi si fa pas¬ 
sare la quantità aggiunta nell’altro mem¬ 
bro, e con questo si fanno poi le de¬ 
bite sostituzioni, e correggendo nel tem¬ 
po stesso l 1 espressione , s’ ottiene 1* equa¬ 
zione trasformata. 

Debbasi trasformare F equazione x 2 
-+- 2 * — 1J = * per mezzo della som¬ 
ma , vale a dire, che i valori della tras¬ 
formata sieno maggiori verbigrazia di io 
Unità della proposta, si farà * _f. 10 = y- 
onde x = y — io, e sostituendo in vece 
di x questo suo valore, s’ avrà 

x 2 = y 2 — ìoy -h 100 
-f-2X=..-f- 2 y — 20 

— M =.—\ M 

e corretta l’espressione, s’avrà y 2 — i8y, 
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4. 6 5 = * per 1’ equazione trasformata * 
dalla quale si ricaveranno poi i valori 
di y , e questi si sostituiranno nell’ equa¬ 
zione x =y — io per avere quelli di x. 
Sia proposta 1 * equazione 
-4- 1 i£ z 3 8^ -+- 40 = * da trasformarsi 
per mezzo della somma , coll’ accrescere 
le radici per esempio di 8 unità : si facòia 
l -+- 8 = x , sarà £ = x — 8 , e sostituito 
questo valore nella proposta equazione, 
s’avrà = x 3 — 1 4X 2 1 9 ìx — 511 

4 * = + IIX* — 176^-4-704 

-+- 3 8 {=.. 3$x — 304 

- 4 - 40 =.. 4 ® 

e correggendo le espressioni, sarà x* — 13*® 
5 4 x — 72 = *. Dopo, che da quest’ 
equazione si saranno ricavati i valori di 
x , si sostituiranno nell’ equazione ^ = x 
— 8 per avere quelli di 

Serve questa trasformazione per 
avere un’equazione, in cui tutti i va-' 
lori sieno positivi, quando nella proposta 
non sono , tali, accrescendo essi valori a 
segno tale, che l’aumento superi il mag¬ 
gior valore negativo della proposta equa¬ 
zione , col qual mezzo si viene poi a 
conoscere, se nella proposta equazione 
vi sono delle immaginarie. 
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3y. Si trasformano in terzo luogo le 
equazioni per mezzo della sottrazione 
(§• 31 n. 3 ^o della somma, allorché 
si vuol fare scomparire qualche termine 
da una proposta equazione. 

Per far sparire il secondo termine 
da una equazione , basta dividere il coef¬ 
ficiente d’ esso secondo termine pel mas¬ 
simo esponente dell’incognita, e scri¬ 
vendo l’incognita, e questo quoziente 
collo stesso segno del coefficiente* si 
farà uguale ad un’altra incognita ; dopo 
del che, trasportando il quoziente nell’al¬ 
tro membro, si faranno le solite sosti¬ 
tuzioni. Per esempio debbasi fare spa¬ 
rire il secondo termine dall’ equazione 
x 2 — io* 21 = *, si dividerà il 
coefficiente — io pel massimo esponente 
1 dell’incognita, e s’avrà — 5 <Jj q UO- 
zieme , facciasi * — 5 = y , e traspor¬ 
tando , sarà x—y .+. 5 ; indi in vece 
di x z si sostituisca il quadrato di jy 5 , 
ed in vece di x il valore y 5 9 e s’avrà 
= jr io15 

'— I ox = ... — toy — 5 O 

H- 11 . ..21, e correggen¬ 

do l’espressione, saràjy* — 4 = * l’equa¬ 
zione trasformata, in cui manca il se- 



condo termine. Allorché si sarà ritro¬ 
vato il valore di y 9 si sostituirà poi 
nell* equazione x = y ) per avere 
quello di x. 

Debbasi far sparire il secondo ter¬ 
mine dall’equazione ^ n^ 2 — 40^ 

— 50 = 0. Si divida 12 per 3 massimo 
esponente-, e s’avrà -4-. 4 di quoziente, 
epperò si farà { 4 = x , e traspor¬ 

tando , sarà { = * — 4 , e fatte le de¬ 
bite sostituzioni , s’ avrà 

f =* 3 — 4$x— 6 4 

*+■ 1 1 \ 1 = • • -f- I IX 2 — 96X -+- I 92 

40^=.— 4OJC-4-160 

— =. : .— 5 ° 

e correggendo 1’ espressione , sarà 

— 8 8x + 238 = 0in cui manca il 
secondo termine. 

Debbasi trasformare la seguente 
equazione, facendo sparire il secondo ter¬ 
mine , — ax 3 6a 2 x 2 — 4 a'x -p a 4 =*; 


si divida — a per 4, e sarà — —, si fac- 

4 

eia x — e trasportando, sarà 

4 

# ^y - , e fatte le sostituzioni, si avrà 

4 




4<S 



più non compare il secondo termine. 

Se poi per mezzo della somma, o 
della sottrazione si vorrà trasformare un’ 
equazione, facendo sparire il terzo, il 
quarto ec. termine, sarà necessario di 
risolvere un’ equazione di secondo grado 
per far sparire il terzo termine , di ri¬ 
solvere un’ equazione del terzo grado 
per far sparire il quarto, di risolverne 
una del quinto per far sparire il sesto 
termine, e così di mano in mano , do¬ 
vendosi poi sempre risolvere un’ equa¬ 
zione del grado indicato dalla massima 
potestà dell’ incognita, se si vorrà far 
sparire l’omogeneo, 

36. Si dee qui osservare, che se nel 
levare il secondo termine dalla equazione 





proposta si trova , che nella trasformata 
tutti i termini scompariscono a riserva 
del primo, in cui f incognita*' continua 
ad essere elevata alla massima potestà, 
sarà segno certo , che la quantità, di 
cui si è accresciuto, o sminuito ii va¬ 
lore dell’ incognita nell’ equazione pro¬ 
posta , è appunto un valore reale d’essa 
equazione. 

Per far scomparire il secondo ter¬ 
mine dall* equazione x* — i 2 x * n- 48 x 
64 = 0, s’ avrà x — 4 =y , e quindi 
x= y - 4 - 4 * Col costituire poi i valori di 
x , si ha 

* 3 =f -+■ ■+" 4 ^4) 

— I IX 2 = .. — 1 iy l — 9 6 y — 19 1 ( _ ^ 

-4-4 8x =.—f— 483^^4— 192.^ 

64 =...— 64) 

e corretta l’espressione, si ha la tras¬ 
formata y = 0 9 la qual cosa fa vedere, 
che 4 è un valore dell’ incognita x 
deir equazione proposta. 

37. Si trasformano finalmente le equa¬ 
zioni per mezzo di moltiplica, o di di¬ 
visione , allorché dalla proposta equa¬ 
zione si vuole far sparire i rotti ( §, 31)^ 
° # pure i radicali, o si cerca di rendere 
P) u semplici r omogeneo 9 ed i coeffi¬ 
cienti degli altri termini. 




4 S 

Per trasformaref equazione x • — 9* 2 
*+“i6x — 14 = ? per mezzo della molti¬ 
plica , suppongasi, che si debbano dupli¬ 
care i valori dell’ incognita. Per fare 
quest’operazione basterà scrivere 2 sot¬ 
to il secondo termine , il quadrato di 2 
sotto il terzo termine, il cubo di 2 sot¬ 
to il quarto termine, la quarta potestà 
di 2 sotto il quinto termine ec. 5 indi 
questi numeri scritti al di sotto si mol¬ 
tiplicheranno pel corrispondente termine 
superiore, ed i prodotti si scriveranno 
per coefficienti di un’ altra incognita. 

Ordinando pertanto le cose nella 
divisata maniera, sarà 
jc* — 9* 2 2 6x -— 24 = 0, e fatte le 

248 

moltipliche, e scrivendo j'in vece di x 9 
s avrà V equazione trasformata y* — 1 Sy 2 
-+- io 4 y — 192 = 0, in cui il valore di 
y è doppio di quello di *, ci oèy=zi X . 

Se si vorranno moltiplicare per io 
i valori dell’incognita della seguente equa¬ 
zione y* — ay 3 + a 2 y 2 — Sy + d+^z* 9 
si scriverà 10 sotto il secondo termine, 
il suo quadrato sotto il terzo termine ec., 
e s’avrày* — ay 3 -+.a 2 y 2 — c 3 y d* = ^ 
io 100 1000 10000 


e fatte le moltipliche, e scrivendo ^ in 
vece di y nella proposta equazione , 
s’avrà la trasformata — ioa^ iooa 2 ^ 2 
— i oooc^ _j_ i oooo d+ = a , in cui i va¬ 
lori sono decupli di quelli della propo¬ 
sta equazione , cioè £ = i oy. 

Occorrendo, che nella proposta equa¬ 
zione manchi qualche termine, si noterà 
1’ asterisco in vece del termine man¬ 
cante , indi si scriveranno al di sotto i 
numeri, come sovra. Per esempio, se 
s’abbia 1’ equazione *3 - 1 4 * 2 + 2 8 8 =*, 
e si debbano moltiplicare i valori di x 
P er 3 > si scriverà*3— 2 88 = *, 

3 9 *7 

e fatte le attuali moltipliche , s’ avrà 
l’equazione trasformata^ _ 41 y 2 ^ 7776 
= in cui il valore di y= 3*. 

38. Per mezzo della data regola (§ 37) 
si potranno far sparire i rotti da un’ 
equazione. Sia proposta l’equazione 
c'x 

x l — ax 2 -4- —- m 2 d = 0, per fare spari¬ 

re da essa il rotto, basterà scrivere il 
denominatore f sotto il secondo termi- 
ne > il suo quadrato sotto il terzo, la 
sua terza potestà sotto il quarto termine 


ec., come segue, *3 — ax x 

f 


C'x 

4 - “ 7 — m z d=ff ì 
/ 


e fatte le moltipliche, e sostituendo y 
in vece di x , s’ avrà y 3 — a/y a c z fy 
— m 2 j i d=ft, in cui il valore di y = j x . 
Nell’ equazione 

IO£* 

{ + -+- c f — - - —H 13 °d z = 0^ essen¬ 

do due i rotti , si moltiplicheranno fra 
loro i denominatori m , e ì , e il pro¬ 
dotto i /72 si scriverà sotto il secondo ter¬ 
mine , il quadrato di 2/72 sotto il terzo 
termine, e così Successivamente si scri¬ 
veranno le altre potestà di im , onde 
s’ otterrà 


107* tf’7 

l A - 4 - -- —i— 1 3 od 2 = ss 

m 1 

im , 4/72* , 8/723 , 1 6 / 72 4 

e fatta la moltiplica, sarà y 4 -+- icmyS-4omy z 
— 4 a z ufi y ■+• 2080^" / 72 4 = * l’equazione 
trasformata, in cui il valore di y — 2/7^. 

3 9. Occorrendo poi, che il denomi¬ 
natore del rotto sia una potestà perfet¬ 
ta nel sito , che si conviene , verbigra- 
zia un quadrato nel terzo termine, un 
cubo nel quarto ec., allora si potrà 
semplificare T operazione, scrivendo a 


dirittura la sua radice sotto al secondo 
termine, in vece di scrivere esso deno¬ 
minatore. Per esempio nell’ equazione 

3 7* 3 ioo. 

■X+— /o*3 --5 OX -k -= *, SIC- 

9 81 

come il divisore 9 del terzo termine è 
il quadrato di 3 , e che il divisore 81 
del quinto termine è la quarta potestà 
di 3, così in vece di scrivere sotto il 
secondo termine 9X81 , basterà scrivere 
3 1 ed in seguito le sue potestà , e sarà 

v+ _ » cìyì 1 37 * 100 

l0x 5 °*-*-— = "> « 

3 92781 

fette le moltipliche, s’avrà l’equazione 
trasformata y — 3 oy* -t- 3 -yy 2 — 13 5 0 y 
100 = ? ? in cui y = 3*. 

Se il denominatore del rotto non 
sarà una potestà perfetta, ma si potrà 
rendere tale collo schizzare il rotto, o 
col moltiplicarlo, converrà ciò fare, af¬ 
fine di sminuire il calcolo. Per esem¬ 
pio nell’equazione y3 — 43^ -f- — —40 

■f 5 * il denominatore 175 non è qua¬ 
drato perfetto, ma può riuscir tale col. 

1° schizzare il rotto, e ridurlo a i : 

15 ; 


51 

onde allora basterà moltiplicare 1* equa¬ 
zione per 5 in vece di 175 ( §. 3 7 ) , e 
s’ avrà la trasformata — 20^ 8^ 

— 5000 = *. 

Abbiasi 1 ’ equazione 
, 37 

x 4 - 5^+ 19^+y = siccome in 

questo caso dovrebbe il divisore 8 es¬ 
sere una quarta potestà , e che si può 
render tale col moltiplicarlo per 2 

cosi in vece di - si scriverà ~ , e quin¬ 
di 1’ equazione si moltiplicherà per 2 
quarta radice di 1 6 , scrivendo 

x* — 5 x* $ “h I 9.Y -+- ^-7 = f 1 , 

24 8 16 

e fatta la moltiplica , s avrà la trasfor¬ 
mata y 4 — 1 oy 3 -+- 1 5 2y -+■ 74 — 0. 

40. Nel trasformare un’equazione per 
mezzo di moltiplica si possono talora 
far sparire anche i radicali, che s’incon¬ 
trano in alcuni de’suoi termini, la qual 
cosa è molto comoda , poiché in questa 
maniera l’equazione non cresce mai di 
grado, mentre che, qualora s’adopera il 
metodo ordinario ( Elementi d’ Algebra ), 
l’equazione ascende a grado superiore. 
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Sia proposta 1 * equazione 
■+- 5 xv/ 3 ~ 18 == e, per togliere da 
questa il radicale , trasformando l’ equa- 
Ztone . basterà scrivei 


questa il radicale , trasformando l* equa¬ 
zione , basterà scrivere V3 sotto il se¬ 
condo termine , e il suo quadrato sotto 
il terzo, cioè x 2 + 5XV3 — •» — « 


indi fatta la moltiplica , e scrivendo un’ 
altra incognita in vece di x , s* avrà 
y^ + 3 X3x18 = 0 , o sia 

y 1 yy 5 4 = * , e conseguente¬ 
mente sarà y = x Vi, 

, Se 2 cia 'j a P ro P°« a equazione 
f ~~ v^ 4 + c 2 { y j<5 — c 3 = * si cerca 
oi far sparire i radicali, basta scrivere yl 
sorto il secondo termine, il suo quadrato 
sotto il terzo termine, il suo cubo sotto 
il quarto , e sarà 


i l a {V4 c'fv'jó — CÌ =S 0 , 

, ^ . v'T 1 

c atta la moltiplica, e scrivendo in vece 
1 { un altra incognita , s’ avrà 1’ equa¬ 
zione trasformata x* - ax^J -+- c 1 xj «J 

ic3 = e correggendo l’espressione, 

sarà *3 — lax> 2 4^ *• — i C 3 = ?, dalla 
q u ale si raccoglie poi x = {v^T- 
3 dall’equazione 

y “4- ij-a y/ 5 i oy -t- 3 o V' 5 = p si .do- * 


vranno fare sparire i radicali, si scriverà 
sotto il secondo termine e indi suc¬ 
cessivamente per ordine le altre potestà 
di /s , e avrà 

yì zy 2 V 5 — 2oy *4-30^5 = 0, e fatta 

^5 5 , 5^5 

la moltiplica, s’avrà per l’equazione tras¬ 
formata { 2 -H 1 °{ a — 1 °°{ -+• 750 = 0, 
da cui si deduce poi ^ == yv^J. 

41. Per trasformare un’equazione per 
mezzo della divisione in modo però, 
che non nascano dei rotti, converrà di¬ 
videre il coefficiente del secondo termine 
per un numero, che lo misuri esatta¬ 
mente , e che possa con il suo quadrato 
misurare esattamente il coefficiente del terzo 
termine, col suo cubo misurare esattamente 
il coefficiente del quarto termine , e così 
successivamente scrivendo poi un’altra in¬ 
cognita in vece della proposta. 

Debbasi trasformare l’equazione 
*3 -+-3 a* 2 3 d 2 x + a* = 0 colla divisione; 

siccome la quantità a misura esattamente 
il coefficiente del secondo termine, e 
che a 2 misura esattamente il terzo, a* 
misura esattamente il quarto termine, così 
si scriverà x* -+- 3 ax 1 -+• 3 a 2 x -4- a* — 0 f 
- a or a 1 


e fatta la divisione termine per termine , 
s’ avrà { 3 + 3 {* •+■ 3 { ^ 1 = ^ per 

l'equazione trasformata, in cui {= ^ 

Sia proposta 1 * equazione 
y 4 -4- i oy* — i j oy* — 3 7 5y 5 000 ^ ** 
da trasformarsi colla divisione , senza che 
nascano de’ rotti. Si osserva in primo 
luogo, che le potestà di io non poten¬ 
do dividere i coefficienti degli altri ter¬ 
mini , fa di mestiere prendete un numero 
minore di io, che lo misuri esattamente. 
Fra questi se ne danno due, e sono 5 , 
e 1 > ^ 3 , siccome di questi due numeri 
solamente le potestà del 5 misurano esat¬ 
tamente i coefficienti degli altri termini , 
così si scriverà 

y 4 i oyi — 15 0 y 4 — 3 7 5V•+• 5 000 = « 
5 M 625 

e fatta la divisione, s’avrà l’equazione 
trasformata x 4 1*3 - 6* 3 - 3* -+- 8 = *, 
in cui i coefficienti, e l’omogeneo so¬ 
no assai più semplici, che nella propo¬ 
sta. Se in quest’ equazione si troverà il 
valore di x , s avrà poi quello di y , 

Scendo x = -, 
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4 1* Per mezzo della divisione si pos¬ 
sono anche talora far sparire i radicali 
da un’ equazione. Abbiasi 1 * equazione 
x* ~h ix 2 vj — i ox *+• 3 o ^5 = sic¬ 
come questa è divisibile per , e per 
le sue potestà, così si scriverà 
*3 ix- 2 v/7— io* -+■ 30 v'J = *j 
V? 5 5 V ? 

e fatta la divisione , sarà y* -+- iy z — 4y 

-4-6 = 0, e quindi y = ~_. 

Per liberare dai radicali 1 ’ equa¬ 
zione 7 — {* v/7 -+- cd { 2 -4- c/n 2 ^ v/7 -t- c 2 /* 
= ss , si osserva, che essa è divisibile 
per v/7, e per le sue potestà, onde si 
scriverà 

{ 4 — ^3 \/7 -+- c^- -+• c/n 2 { v/7-+- c 2 /" 2 = 0 , 

v^c c cv /7 c 2 
e fatta la divisione, s’ otterrà 
*“* — x* -hdx 2 —m 2 x~bf 2 =:fs per l’equa¬ 
zione trasformata, in cui il valore di 



43. Dall’osservare il modo, con cui 
si sono maneggiate tutte le trasforma¬ 
zioni , si scorge facilmente : 

i.° Che le radici reali , e le im¬ 
maginane dell’ equazione trasformata con- 


tirmano ad essere della natura medesima 
di prima. 

2. 0 Che, se nel trasformare 1 * equa¬ 
zione per mezzo della somma , o della 
sottrazione la quantità = q , che s’ag¬ 
giunge , o si leva sarà razionale , i va¬ 
lori della Trasformata continueranno ad 
essere razionali, o sordi, come erano 
prima ; ma muteranno specie essi valori , 
se q sarà irrazionale, eccettuatone il caso, 
in cui, essendo sordi i valori dell’inco¬ 
gnita , saranno comunicanti col radicale^. 

3. 0 Nel trasformare un’ equazione 
per mezzo della moltiplica, o della di¬ 
visione i valori della trasformata conti¬ 
nueranno pure ad essere razionali, o sor¬ 
di , come erano prima, o pure muteranno 
specie, secondo che sarà razionale, od 
irrazionale la quantità = q , che si usa 
nella moltiplica, o nella divisione. 
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CAPO III. 


Indagare , se nell * equazione s * incontrano 
radici immaginarie. 


44* l_je radici immaginarie, che s’in¬ 
contrano nell’ equazione finale di un pro¬ 
blema , sono prodotte da uno, o più as¬ 
surdi formati dalle condizioni poste nel 
problema, e questi assurdi si manifestano, 
ognorachè nel risolvere l’equazione si dee 
estrarre la radice quadrata da una quan¬ 
tità negativa ( Elementi dell’ Algebra ). 

Affine pertanto di non perdere inu¬ 
tilmente il tempo nel tentare la solu¬ 
zione di que’ problemi di grado pari, 
che per cagione dei detti assurdi non 
sono risolvibili, d’uopo è indicare le di¬ 
verse maniere , per cui s’arriva a cono¬ 
scere , se P equazione proposta contiene 
delle immaginarie, o se ne va esente. 

45. Sono immaginari i valori dell’in¬ 
cognita nell’ equazione ** -+- a 2 = *, o 
sia x 2 = — a 1 , stantechè si dee estrarre 
la radice quadrata dalla quantità nega¬ 
tiva — or , e sono pure immaginar] i 
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valori dell* incognita nell’ equazione af¬ 
fetta x 3 ± ìex a 2 = * , ognivoltachè 
il quadrato della metà del coefficiente 
del secondo termine è minore di a 2 , 
poiché in questo caso P espressione — a 2 
-4- c 2 , da cui si dee estrarre la radice 
quadrata, è quantità negativa. Ciò po¬ 
sto , vediamo le maniere di scoprire le 
immaginarie nelle equazioni di grado 
superiore al secondo. 

46. Per conoscere, se le equazioni, 
le quali hanno tutti i termini, conten¬ 
gono delle immaginarie, è necessario, 
che tutte le loro radici sieno positive, 
vale a dire, che i segni sieno alterna¬ 
mente positivi, e negativi (§. 12. n. 7), 
ed ove non sieno tali, converrà tras¬ 
formare l’equazione col mezzo della 
somma (§. 34). Ciò posto per Sco¬ 
prire se l’equazione di terzo grado x* 
— px 2 -t- qx — m — 0 contiene delle imma¬ 
ginarie , si moltiplichi ciascun termine 
per la serie dei numeri naturali, inco¬ 
minciando da quello, che esprime l’es¬ 
ponente massimo dell’incognita, e con¬ 
tinuando sino al zero , s’ avrà 
3 ** — 1 px z + • X qx — * X m =a ,e cor¬ 
rigendo l’espressione , e dividendo 
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per x , stantechè 1* ultimo termine , es¬ 
sendo moltiplicato per zero, scompari¬ 
sce , s’ avrà 

2pX q 

3 x* — 2px q = , o sia x — — JL 

= *. Ora, se le due radici di quest’equa¬ 
zione saranno immaginarie, tali saran¬ 
no anche due radici della proposta equa¬ 
zione del terzo grado ; ma nelle equa¬ 
zioni di secondo grado sono immagina¬ 
rie le radici, ognorachè è minore di 

q - P* 

~ , o Sia —- < q ( §. 45 ). Adunque si di¬ 
rà per regola generale , che 

Nelle equazioni del terzo grado , 
le quali hanno tutte le radici positive , 
s incontrano delle immaginarie, ogni- 
volrachè il coefficiente del terzo termi¬ 
ne è maggiore della terza parte del 
quadrato fatto dal coefficiente del secon¬ 
do termine. 

47. In altra maniera ancora si può 
conoscere , se esistono delle immagina¬ 
rie nelle equazioni di terzo grado, le 
quali hanno tutte le radici positive, co¬ 
me x* — px> -f- 9.r — r = 0 . Si moltipli¬ 
chino per ordine i termini della proposta 


equazione per la serie de* numeri natu¬ 
rali , Ja quale principia dal zero, come 
•r 3* e si avrà * X ** — i 

-+- ìYqx — 3Xr=*, e corretta l’espres¬ 
sione , siccome il termine * Yx* sparisce, 
sarà — p x * -+- xqx — 3r = 0 , ossia, ren¬ 
dendo positiva la massima potestà dell* in¬ 
cognita , e libera dal coefficiente, 

~ *+■ y = 0 > ^ cui, se le radici 
saranno immaginarie, tali saranno anche 
ue ra rei della proposta cubica equa¬ 
zione : ma nell’equazione 

_ ... p P 

— ** sono immaginane le radici, ogni- 

voltachè i- <; ossia quando — <Cpr % 
a p . P i 1 

adunque si dirà per regola generale, che 

le equazioni di terzo grado, di cui si 
ragiona, contengono due radici imma¬ 
ginane , qualora, moltiplicando T ultimo 
termine pel coefficiente del secondo, il 
prodotto riesce maggiore della terza parte 
del quadrato fatto dal coefficiente del 
terzo termine. 

48. Le regole date nei due precedenti 
paragrafi servono precisamente per tut- 
te le equazioni di grado superiore al 


hanno tutte le 
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terzo, ognorachè queste 
radici positive. 

Per conoscere , se in una equazione 

del quarto grado x 4 — p x?l -H rx 

m = * s’incontrano delle immaginarie, 
basterà moltiplicare ciascun termine pel 
corrispondente esponente dell incognita , 
come abbiamo fatto ( §• 46), e dopo 
d’aver corretta l’espressione, s’avrà l’equa- 

zione di terzo grado *3-— -+- — 

4 L 

_- „ ma in questa equazione esi¬ 
stono delle radici immaginarie , ognivol- 
tachè il quadrato del coefficiente del se¬ 
condo termine diviso per s e minore 
del coefficiente del terzo termine, o 
pure quando la terza parte del qua¬ 
drato del coefficiente del terzo termine è 
minore del prodotto fatto dalla molti¬ 
plica dell’ultimo termine nel coefficiente 
del secondo: adunque si dirà per re¬ 
gola generale, che nelle equazioni del 
quarto grado, le quali hanno tutti i va¬ 
lori dell’ incognita positivi, vi saranno 
delle immaginarie, ogmvoltache il coef- 
fidente del terzo termine Sara maggiore 
delle tre ottave parti del quadrato fatto 


dal coefficiente del secondo termine , o 
pure quando il prodotto fatto dai coef¬ 
ficienti del secondo nel quarto termine 

e maggiore dei - del quadrato fatto dal 
.. . 9 

coefficiente del terzo termine. 


49. Un’altra maniera si può ancora 
praticare per conoscere, se s’incontrano 
delle immaginarie nelle equazioni di quarto 
grado at 4 px* q X * — rx-hm = 0. 

Si moltiplichi ordinatamente ciascun 
termine della proposta equazione per 
una progressione aritmetica, il di cui 
primo termine sia zero , come ~ *, 
^ 2 ) 1 1 4 (§• 47 ), e s’ avrà 0 X x* 


— ipx 3 xq X * — yx+ 472 = 0, e cor¬ 
reggendo l’espressione, e rendendo posi¬ 
tiva la massima potestà dell’ incognita , e 
libera dal coefficiente, sarà 

x ì _ $rx 4^2 

p "+“ - -—= * i ma in quest* 

equazione di terzo grado esistono delle 
immaginarie non solo quando il coeffi¬ 
ciente del terzo termine è maggiore 
^ e lla terza parte del quadrato fatto dal 
c °efficieme del secondo termine, ma an- 
Cora quando il prodotto dell’ ultimo ter- 
mine moltiplicato nel coefficiente del 
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secondo è maggiore della terza parte del 
quadrato fatto dal coefficiente del terzo 
termine : adunque nelle equazioni del 
quarto grado s’incontreranno delle imma¬ 
ginarie , qualora ec. 

50. 11 metodo dato per conoscere, se 
nelle equazioni di terzo , e quarro grado 
esistono delle immaginarie , potendosi 
applicare facilmente alle equazioni di 
grado superiore a queste , purché le 
medesime abbiano tutte le radici posi¬ 
tive, o che colla trasformazione sieno 
rese tali, convien ora individuare alcune 
altre maniere, affinché l’Analista nelle 
diverse operazioni , che gli occorrerà 
fare per trattare le equazioni composte , 
possa conoscere, se in queste vi sono 
delle immaginarie. 

51. Nella proposta equazione si tro¬ 
vino i divisori dell’ omogeneo, e si re¬ 
gistrino a parte, indi, se l’equazione 
ha tutte le radici positive, si sostituiscano 
in vece dell’incognita un dopo l’altro 
essi divisori presi positivamente , e se 
in queste sostituzioni s’incontrerà sempre 
un avanzo collo stesso segno, saremo 
certi, che f equazione contiene delle 
immaginarie. 


, 6$ 
Nell equazione 

* 4 — 5 X* -+-1 6 x z — 2 4* 4 - 14 = * si osser¬ 
vano positivi tutti i valori dell’ incognita* 
i divisori dell’ omogeneo sono i , 1 , 3 , 
4,6,8,12, 14. Col sostituire nell* 
equazione essi divisori uno dopo l’altro , 
si ha il seguente risultamene). 


Divisori, 
che sì so¬ 
stituiscono. 


Risultamenti. 

Avanzi 


. . 

I —. 

5 -+* 

1 6— 

2 4-HI4 — 

I 2 

X =1 . . 

i 6_ 

4 °**- 

64- 

48-H2 4 — 4 - 

1 6 

$ • • 

81 — 

1 3 T-+- 

*44 — 

724-14=4- 

42 

* 

II 

56- 

3 2 0-h 

156- 

964-24=4- 120 


x— 5 ..ii 9 6- io 8o-H 576—144 + 14-+ 671 

*=8 , .4096-15604-1014-1 9i+i 4 =+ij 9 t 

in cui si vede , che gli avanzi sono sem- 
pre positivi , e che i medesimi vanno 
sempre crescendo ; onde si conchiude, 
che l’equazione proposta contiene delle 
J mmaginarie. Per altro quest’ operazione 
Sl Può abbreviare assai, basrando sosti- 
t i LI,re i divisori minori del coefficiente 
ae secondo termine, giacché questo 
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coefficiente esprime la somma di tutti i 
valori dell’ incognita ( § n ). 

Se 1*equazione proposta avrà tutte 
le radici negative, cioè tutti i termini 
avranno il segno -+- , converrà sostituire 
i divisori presi negativamente , e si dirà , 
che la medesima ha delle immaginarie, 
se gli avanzi non muteranno giammai 
segno. 

Finalmente, se 1 equazione proposta 
aVrà delle radici positive , e delle nega¬ 
tive , cioè i segni saranno disposti con 
ordine perturbato , converrà sostituire i 
divisori presi positivamente , e indi ne¬ 
gativamente , e provare anche quelli, 
che sono maggiori del coefficiente del 
secondo termine , stantechè in questo 
caso esso coefficiente esprime la diffe- 
renza fra i valori positivi, e negativi 
dell’incognita, ed ove risulti, che gli 
avanzi non mutano giammai segno, si 
dirà, che l’equazione contiene delle im- 
maginarie. 

Questa regola serve anche, quando 
nell’equazione manca uno, o più termini. 

5 a- Nelle equazioni mancanti di uno, 
o più termini si dirà, che esistono delle 
immaginarie, ognivoltachè, dopo d'aver 
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scritto gli asterischi preceduti dal segno 
ambiguo ± in vece dei termini man 
Ca nti , risulteranno conclusioni diverse 
nelle due supposizioni del segno positivo, 
€ indi negativo. 

Nell’ equazione x* •+- c 2 x — a' = 0 
si scriva l’asterisco col segno ambiguo 
nel sito del secondo termine, e s’avrà 
x * ^ # *+* c 2 x — a 1 = 0. Dalla supposi¬ 
zione, che l’asterisco abbia il segno , 
risultano due valori negativi, ed uno 
posmvo, e dal supporre, che l’asterisco 
a ìa 1 segno , risultano tutti e tre 
positivi i valori. Da questa discrepanza 
si conchiude, che l’equazione contiene 
delle immaginarie. 

Nell’ equazione — c* = 0 si scri- 
vano gh asterischi in vece dei termini 

ET’ e si . ha # - * - ci = o * 

supposizione che i due asterischi 
sicno preceduti ambidue dal segno -+-, 
0 . . se 8 no — , risultano due valori 

negativi, ed uno positivo ; ma, se si 
suppone, che il primo d’essi abbia il 
segno — , e f altro il segno -4-, si vede, 
Cle i tre valori dell’incognita sono 
posui vi ; epperò si conchiude, che nell’ 
equazione proposta Rincontrano delle 
immaginarie. 
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Operando nella stessa maniera si 
troverà, che le seguenti equazioni con¬ 
tengono delle immaginarie. 
y +— ay ì — 

e si troverà anche, che tutte le equa¬ 
zioni pure di grado superiore al secondo, 
come sono x 4 rii a 4 = ** {* Hh a s = e , 
y 6 ± c 6 = * ec. , contengono sempre 
delle immaginarie con questo divario, 
che in quelle di grado pari saranno im¬ 
maginarie tutte le radici, ogni volta che 
1 omogeneo avrà il segno positivo, es- 
sendo l’equazione uguale al zero. 

53. La regola data nell’antecedente 
paragrafo non ammette eccezione, qua¬ 
lora nelle due supposizioni del segno, 
che precede l’asterisco , risultano conse¬ 
guenze diverse ; ma , quando nelle det¬ 
te due supposizioni le conseguenze sono 
identiche, non si può già conchiudere, 
che T equazione vada esente dalle im¬ 
maginarie. Per darne un riscontro, nell' 
equazione y 3 — i 6 y *+* 60 = 0 si scriva 
l’arterisco, e fatto il solito esame, si 
troverà , che in ambedue le supposi¬ 
zioni le conseguenze sono identiche , 
cioè che P equazione contiene due ra¬ 
dici positive , ed una negativa 3 onde 
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per questo riguardo non si ha motivo 
d* dire, eh’essa contenga delle immagi- 
nar 'e, quando per altro la medesima è 
composta dalla semplice y -4- 6 = 0 , 
e dall’ altra di secondo grado y 2 — 6y 
* io = ® , le cui radici sono immaginarie. 

Occorrendo pertanto, che nell’ ope¬ 
rare , come sovra, s’incontrino le me¬ 
desime conseguenze, converrà per ac¬ 
certarsi, che l’equazione va esente dalle 
immaginarie, usare la regola data ( §. 
o pure trasformare l’equazione in un’al¬ 
tra , la quale abbia tutte le radici posi- 
tive, per valersi quindi delle altre regole 

descritte (§. 4* , 47 , 48 , 49)- 
5 4 - Si dirà pure, che un’ equazione 
di qualsivoglia grado contiene delle im¬ 
maginarie , ogni volta che, avendo tutte 
e ^ sue radici positive, si dividerà per 
Un ec I uaz * on e semplice formata dall’ in¬ 
cognita meno uno de’divisori dell’omo¬ 
geneo minori del coefficiente del se¬ 
condo termine , e che nel quoziente 
s avra una equazione , le cui radici sa- 
*? nno di natura diversa da quelle , che 
sultano nella proposta. Per esempio 

le raT aZÌ ° ne — JJ 1 -+* W ~ = «, 

aiCl sono tutte positive \ si divida 
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per y — i = o, e s’avrà di quoziente 
y z — 3 y — 3 = , in cui ravvisandosi 

una radice positiva, ed una negativa, si 
conchiude, che l’equazione proposta con¬ 
tiene delle immaginarie. 

Se l’equazione { 3 — 8{* -+■ iq — 36 
= 0, in cui tutte le radici sono posi¬ 
tive , si dividerà per ^ — 1 , s’ avrà di 
quoziente { 2 — 7 { + 4 X = 0 , le cui ra¬ 
dici sono pure positive , come nell* equa¬ 
zione proposta , ma se si dividerà per 
{ — 3 9 s’otterrà di quoziente — 5 { 
— 4 = a , in cui s’ osserva una radice 
positiva, e Taltra negativa; onde si con¬ 
chiude, che nell’equazione proposta s’in¬ 
contrano delle immaginarie. 

Dal risultamento di quest’ operazio¬ 
ne consegue pure, che per iscoprire, se 
r equazione contiene delle immaginarie , 
d’ uopo è tentare tutti i divisori dell’ 
omogeneo minori del coefficiente del se¬ 
condo termine , ognorachè nei primi 
tentamenti non s’incontra mutazione al¬ 
cuna nell’ equazione, che s’ ottiene per 
quoziente. 

55. Se, dopo d’aver tentate tutte le 
divisioni come sovra , non s* incon¬ 
trerà mutazione alcuna nelle radici del 
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quoziente, non si potrà già conchi ude- 
re, che 1’ equazione proposta vada esen¬ 
te dalle immaginarie, ma converrà ba¬ 
dare agli avanzi, che si sono ottenuti 
dalle divisioni , e qualora questi avanzi 
avranno sempre lo stesso segno, allora 
si dirà, che 1*equazione contiene delle 
immaginarie ; ma, se questi avanzi mu¬ 
teranno segno tante volte, quante sono 
le unità comprese nell’esponente massi¬ 
mo dell’incognita , saremo certi , che 
P equazione ne va esente $ e se in una 
di queste divisioni s* incontrerà un quo¬ 
ziente esatto , P equazione semplice , che 
divide la proposta , sarà una delle sue 
radici. 

Dividendo , come sovra , P equa¬ 
zione x l — 6 x 2 -H30X — 10 = *, si 
hanno i seguenti risultamenti. 

Divisori. Risultamenti. Avanzi. 


1 • • **— S*-+- M • • S 

* — % . . x l — 4* ■+- 11 • • M 

* —• 4 • . x 2 — 68 

j . , x* - * + +-10$ 


X 


r 
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Siccome in questi quozienti risul¬ 
tano sempre le radici positive, così non 
si ha motivo a dire , che nella proposta 
equazione s’incontrino delle immaginarie* 
ma dall’osservare , che gli avanzi con¬ 
servano lo stesso segno , si conchiude , 
che la proposta equazione contiene delle 
immaginarie. La combinazione adunque 
di queste due osservazioni somministra 
un’altra regola generale per conoscere in 
tutti i casi, se l’equazione proposta, che 
ha tutte le radici positive, contiene delle 
immaginarie. 

56. Le regole dare (§§. 54 , ) 

per le equazioni, le quali hanno tutte le 
radici positive , si debbono applicare pre¬ 
cisamente a quelle, che hanno tutti i 
valori negativi, purché si scriva col se¬ 
gno -+* la quantità cognita , la q ua !e serve 
a formare T equazione dividente. 



CAPO IV. 
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Trovare i valori reali dell' incognita nelle 
equazioni numeriche di grado superiore . 

57 * Varj sono i metodi ideati dai 
Matematici per trovare i valori reali dell* 
incognita nelle equazioni numeriche di 
grado superiore. Alcuni di questi metodi 
sono particolari, stantechè o non ser¬ 
vono per tutte le equazioni, o non ne 
comprendono tutti i casi. Altri metodi 
poi, i quali sono facili per le equazioni 
di terzo, e di quarro grado, riescono 
molto laboriosi, e talora anche imprati¬ 
cabili, quando s’applicano a equazioni 
più elevate. 

AIrri finalmente sono generali, con 
questo divario però , che gli uni si pra¬ 
ticano in una maniera determinata, men¬ 
tre negli altri si procede tentando. 

Fra i metodi, che fin’ora sono no¬ 
ti , noi tratteremo nel capo presente di 
quello , in cui si risolve 1’ equazione 
proposta nelle sue componenti , riser¬ 
bandosi di dare nel libro seguente la 
maniera generalissima di risolvere le 




equazioni mediante la dottrina, che si 
spiega in questo libro. 

58. Per trovare col presente metodo 
i valori dell’ incognita è necessario : 

i.° Ridurre l’equazione al zero, e 
fare sì , che f incognita sia positiva , e 
libera da qualunque coefficiente, e di¬ 
visore. 

i. g Che l’equazione sia esente da 
qualunque frazione, e quando non sia 
tale, converrà trasformarla a norma del 
capo 2.® 

3 # g Dovrà pure l’equazione esser 
libera dai radicali , e incontrandosene 
qualcheduno, si farà sparire colle tras¬ 
formazioni , o coi ripieghi dati negli 
Elementi dell* Algebra secondo che riu¬ 
scirà più in acconcio. 

4. q Occorrendo, che riesca troppo 
laborioso di trovare i valori dell* inco¬ 
gnita nelle equazioni molto composte, 
si esaminerà, se sia fattevole di trasfor¬ 
marle in altre più semplici. 

5. 0 Ridotta, come sovra, l’equa, 
zione proposta, d’ uopo è, prima d’ogni 
cosa, badare al numero de’ suoi termi¬ 
ni , indi esaminare a quale delle specie 
divisate nel capo x. 9 essa appartiene, 


affine di valersi di que’ ripieghi, che nella 
varietà de 1 casi agevolano la scoperta di 
quanto ricercasi. 

5 9* Le equazioni le più semplici sono 
espresse da questa canonica x• ± a* 
= ** di cui si è già data la soluzione 
(§. i<S). 

A queste equazioni succedono quelle 
altre, che hanno tre termini. Qualora 
sommiglianti equazioni sono derivative y 
esse trovansi tutte incluse in quest’altra 

espressione canonica y n •+- yT 

della di cui soluzione si è pure trattato 
negli Elementi dell* Algebra. 

60. Le equazioni, che hanno quattro 
termini, si debbono esaminare, se ap¬ 
partengono ai (§§.13,14), avvegnaché , 
se si trovano essere di questa specie, la 
loro soluzione riesce facilissima. 

Sia proposta a risolvere l’equazio- 
ne { 3 -H 7{ a — io{ — 140= *. V ordine 
de’ segni, ed il prodotto de’ coefficienti 
de’ due termini di mezzo uguale all* 
omogeneo dimostrano, eh’essa appar¬ 
sene ai (S§. 13, 14), e quindi a te- 
” 0r e d’essi paragrafi si conchiude, che 
le due componenti sono — io = 
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f 7 = * , nelle quali, trovando il va¬ 
lore dell’ incognita , si ha f ± i 

?= — 7 *. , 

Esaminando l’equazione 

x 4 — Sx 3 — 11 6 = * , si trova , 

eh’essa appartiene pure ai (SS- 13,14), 
e che le sue componenti sono * h- 27 
== 0 1 x — 8 = 0 , e quindi i valori 
reali dell’incognita sono x = 8, x =—- 3, 
essendo immaginarj gli altri due. 

Considerando l’equazione proposta 
y\— <^ 4 r 4 49 JK 3 — 3 13 6 == ^ si trova, 

eh’essa appartiene anche ai (§§. 14 ). 

e però le sue componenti sono y+-+* 49 
= —64=*. La prima di queste 

equazioni semplici ha i quattro valori 
dell’ incognita immaginarj , e la seconda 
somministra il solo valor reale y ■=. 4. 
Se si esamina 1’ equazione 

f n — ll { % ~ 6 49'{ 3 *+■ 77 $ 9 2 = 
si trova, eh’essa appartiene pure ai 
(SS* x 3» 2 4) » e che le sue componenti 
sono — 6491 =*,{ 3 — 12 =*. 
Dalla prima di queste equazioni si ri¬ 
cava { = ± 3 , essendo immaginarie le 
altre sei radici , e dalla seconda si ha 
f = essendo pure immaginarie le 
altre due radici. 


6i. Se le equazioni proposte avranno 
sette termini , si esaminerà , se apparten¬ 
gono a uno de’due ( §§. 27 , 28 ). Se si 
considera l’equazione x 19 6x * — 17 x r 

l 94 * s — 192*3 -4-864** 5184 = *, 

si trova, eh’essa appartiene al (§. 17), 
e operando a norma delle regole ivi date, 
si ricavano le tre componenti x* — 31 
0 9 x 3 2 7 , x 2 ~h 6 = ? 9 

la prima delle quali dà il valore reale 
■^ = 2.» la seconda dà x = 3 , essendo 
immaginarie tutte le altre radici. 

Se si considera 1* equazione 
{* ““ 1 3 { 7 + 8 f s ~ * 8 5 f 4 •+■ , oy 3{ 3 — 648$; 
-♦-8424= e , si trova, eh’essa appar¬ 
tiene al (§. 18 ) , e che le sue compo¬ 
nenti sono 81 = 0, { 3 -*.8 = 

£ 1 3 = La prima di queste equazioni 

somministra { = ^ 3, la seconda dà ^ 

^ — 1 » e la terza dà ^ = 13. 

62. Se le equazioni da risolvere avranno 
otto termini, si confronteranno coi ( 

2 5 i 26 1 19) per vedere, se apparten¬ 
gono a qualcheduno di essi. 

Esaminando f equazione 
? - 6 { f + 27^ - 100^ - 162^ + 6oo£» 

2 700^ — 16 100 = e , si trova, ch’ella 
*PPartiene ai (§§. 25,115), onde, 

°P C ' i 


rando a tenore delle regole date in detti 
paragrafi, si trova , che le sue compo¬ 
nenti sono { 4 — ioo = "* f 3 2 7 = 

^ _ 6 = La prima di queste equazioni 
somministra i due valori reali { = ;+■ ^Tò , 
essendo immaginarj gli altri due ; dalla 
seconda si ricava il solo valor reale { 

.— j ? e dalla terza si ha { = ^ v'ó. 

Se si considera 1 ’ equazione 
^*4 i ox 11 *—3 1 * 9 — 729**-t- 320** 
7190* 5 -H i 3 3 5 8 -^ 3 — 2 335 So == 
si trova, eh’ essa appartiene pure ai (§§. 
a26), e che le equazioni componenti 

sono* 6 - 7 2 9 ='* * 5 “ - * 0 

= 0. Dalla prima si ricavano due soli va¬ 
lori reali * = a: 3 - DalIa seconda s’ot¬ 
tiene il solo valor reale x — 2 , e la 
terza dà pure il solo valor reale x = y'ìó. 

Se si esamina 1 ’ equazione 
f +£« -64{ 6 -Ó4{ 5 — 4 °{ 4 - 40 {* + 2560^ 
^ 2560 = si trova, eh’essa appar¬ 
tiene al (§• 19)9 e quindi le sue compo¬ 
nenti sono j s - 4 o = 0 »{ J ~ 64 = 1 

e- „, dalle quali si_ ricavano i seguenti 

valori reali { = yMo * { ^ 4 > { = « > 

essendo poi immaginarj gli altri. 

6 3. Affine poi di accertarsi, che nel 
determinare le componenti non s* è pre- 


so sbaglio , converrà con queste dividere 
T equazione proposta per vedere, se 
si risolve precisamente nelle dette com¬ 
ponenti. Se T equazione -H {* — <$4{* 

— Ó 4 { 5 — 4 °{ 4 — 4 Q{ 3 -H15 6of +1560 
= 0 si dividerà per esempio per ^ + 1 
= * , s’avrà di quoziente esatto ^ — 64^ 

— 40£ 3 2560 = 0, e se questo quo¬ 
ziente si dividerà per f — 64 = * , si 
avrà di quoziente esatto l’altra compo¬ 
nente — 40 = 0. 

64. Se, dopo d’ aver esaminata l’equa¬ 
zione proposta, si troverà, che non ap¬ 
partiene a veruno de’ casi specificati dal 
§.13 sino al §. 19, e neppure al §. 59, 
converrà cercare di discomporla per un* 
altra via, servendosi per ciò delle pro¬ 
prietà registrate in altri paragrafi , e 
specialmente ( $. 11, ,8 ). A tal fine 
s osserverà 1’ ordine de’ segni per co- 
noscere, se i valori dell* incognita sono 
tutti positivi , o negativi , e qualora 
sono misti, s’individuerà il numero di 
ciascheduna specie. Se in quest’ esame 
si troverà, che i valori dell’ incognita 
s °no tutti positivi, o tutti negativi , sì 
* e § ,s treranno i divisori dell’ omogeneo , 
finché s ’arrivi a quello , che più $’ ap- 
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prossima al coefficiente del secondo ter¬ 
mine j ma si continueranno a registrare 
altri divisori maggiori, se i valori dell* 
incognita saranno misti. 

Ciò fatto, si sceglieranno fra i detti 
divisori quelli, che sommati insieme ( se 
tutti i valori sono positivi , o negativi ), 
danno un numero uguale al coefficiente 
del secondo termine , e che fra loro 
moltiplicati somministrano 1’ omogeneo, 
e se i valori saranno misti, si sceglie¬ 
ranno quelli, che , essendo sommati, e 
sottratti a norma dell’ indicazione de’ se¬ 
gni , daranno una differenza uguale al 
coefficiente del secondo termine, ed un 
prodotto uguale all’ omogeneo. 

Dopo d’aver ritrovate queste com¬ 
binazioni , si formerà un’ equazione sem¬ 
plice a norma del ( §- 13 ), scrivendo 
in essa uno di questi divisori, e con 
questa equazione semplice si dividerà la 
proposta , e ogni volta che s otterrà un 
quoziente esatto, si dirà, eh essa sem¬ 
plice è una delle componenti. 

I seguenti esempj faciliteranno 1 in¬ 
telligenza di questa dottrina. 

65. Per cominciare dalle equazioni, 
nelle quali i valori sono tutti positivi. 


° negativi. Abbiasi l’equazione .v’_ \ ^ x * 

!°5 ="* * di c “' valori sono 
HI positivi; 1 divisori dell’omogeneo 
«e non oltrepassano il coefficiente i c , 

trn° * ’ l ’ * ’ 7 ’ ' 1 ’ ^ ra * quali SÌ 

3 x 7 Che 3 5 c “ t " 7 T 3 ' 5 » e che 

5 x 7 —;. I0 5- Se si formerà l’equa- 

sori Sen>P ' Ce COn Uno di <l ues <> divi- 

t q re°com te eSat *° * ~ 7 = * epperò le 
tre componenti saranno a: — 3 = ^ ? * __ ^ 

D' l| -,e,„„i 0 „r 1 ’ ,,A ' = 7 ' 

ìir'l t 

1 cnnn & m,non del coefficiente 

2 i sono i „ 


li sono i 2 , , IUC,11C 

^-sti i 

c ioni per rapporto al coefficiente del 
^condo termine 


F 


= 11 
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* -H 4 7 “+■ 9 

2-+-3»j_4-4-Il = i* 

3 + } + 3 •*-** = 21 
4 -+- 4 ‘ + * 6 “*“ 7 = xl * 

Ma perchè fra esse solamenre la prima 
dà il prodotto i X4X 7 X 9 = 252, così 
si useranno soltanto questi quattro divi¬ 
sori per formare le componenti. Se si 
dividerà la proposta per la semplice 
y — 1=0, s’avrà di quoziente esatto 
y J —2oj 2 h-ii 7J'—2 5 2 = dividendo 

quest’ equazione per ^ — 4 si trova il 
quoziente esatto y l — 1-+. 63 = *, e 
dividendo quest’ ultima equazione per 
y —7 = *, si ha il quoziente esatto 
y — 9 = #». Epperò le componenti sono 
esse quattro equazioni semplici, dalle quali 
si ricavano poi i valori dell’ incognita 
^=i,j = 4 ? jy'= 7 ,j= 9 . 

Dell’equazione 

2 8^ 4 -+" 288 - 4 - 1358^ -H 192 7{ 

h- 1310 = f* i valori sono tutti negativi, 
ed i divisori dell’ omogeneo minori di 
28 sono 1 9 2, 3> 7? I0 ? 11 » 

14, 15, 21, fra li quali s’incontrano 
le seguenti combinazioni rispetto al 
coefficiente del secondo termine 
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* 4 - 3 5 7 *+" 11 = i8 

2 H- 5 -H 7 -h 7 -h 7=28 

1 + i + 3 + ii + u = i8 

2 H- 5 5 -+- j 4- ii = i8 

J + i + J + 6 + io = 18. 

Ma perchè solamente dalla prima s’ottiene 
il prodotto 2x3X5x7x11 =1310, 
così converrà valersi soltanto di questi 
cinque divisori per formare le equazioni 
componenti. Se l’equazione proposta si 
dividerà per la semplice £ 2=0, 

s’avrà il quoziente esatto { *-+- 2 6{ * -h 2 3 6 { * 
-t- 886j- -i- IIJ5 Dividendo que- 

sto quoziente per 1* equazione semplice 
{ 3 = si ha un altro quoziente 

esatto -4- 2 3 f •+• 16 7^ -f. 3 8 5 = 0. Col 
dividere questa equazione per £-4-5=0, 
si^ha il quoziente esatto f-t- 18 > 77 

e dividendo questo quoziente per 
? + 7 ===s si ha*£ 11=0. 

Ritrovate , come sovra, le compo- 
i»enti dell equazione proposta, si hanno 
poi i cinque valori negativi dell’inco¬ 
gnita { =_3, { =- 5, 

— 7 » {= — ii. 
j, Suppongasi in secondo luogo, che 
ec Juaziotie proposta abbia dei valori 
Panivi, ed altri negativi. In questo 
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caso se ne troverà la soluzione in due 
maniere. Consiste la prima nel trasfor¬ 
mare l’equazione proposta in un’altra, 
che abbia tutte le radici positive, la 
quale si maneggierà poi a norma dell’an- 
tecedente paragrafo. 

L’altra maniera di trattare queste 
equazioni riesce più lunga, stantechè si 
debbono registrare tutti i divisori dell* 
omogeneo anche maggiori del coeffi¬ 
ciente del secondo termine, giacché in 
questo coefficiente si esprime la diffe¬ 
renza fra le radici positive , e le nega¬ 
tive (§. n). Dopo d’aver registrati tutti 
essi divisori, si osserveranno quali sono 
le combinazioni fra essi, in cui si trova 
la differenza uguale al coefficiente del se¬ 
condo termine , ed il prodotto uguale 
all’omogeneo. Queste tali combinazioni 
serviranno a formare le equazioni sem¬ 
plici per dividere la proposta. 

Nell’ equazione — 3** __ 4 ^ x 
-4-16 2=0 s* osservano due valori po¬ 
sitivi , ed uno negativo , e si vede, che 
il negativo è minore della somma de due 
primi. I divisori dell’ omogeneo sono 
1 5 3 » 4» 6 , 7, 8, 1 2, 1 4 » 2 1 j 2 4 » 2 8, ec., 

fra i quali s’incontrano le seguenti com- 


binazioni relative al coefficiente del se¬ 
condo termine 4 -»-6 — 7=3, 1 + ^ 
* 3 = 3 > 8 7 — n = 3, 1 “+• 1 4 

— 1 2 = 3 ec. $ ma perchè solamente dal- 
la prima s’ottiene 4X6X7 = 168, così 
basterà valersi di questi tre numeri per 
formare le equazioni semplici $ chiaro 
essendo , che i due primi, cioè 4 , e 6 
si debbono considerare come i valori po¬ 
sitivi , ed il numero 7 pel negativo. Per¬ 
tanto , se si divide per % — 4 = *, si 

ha il quoziente esatto x* -t- x — 42 =*, 
e dividendo per * — 6 == * , si ha T al¬ 
tro quoziente esatto x 7 = 0 , e però 
tre componenti della proposta sono 
x 4 = 0, x — 6 = *, x + 7 = o, 

Nell’equazione {3 — 61 ^ + l8o 
T 0 » do P° d* avere scritto l’asterisco nel 
sito del secondo termine, si trova , che, 
ue sono i valori positivi, ed uno ne- 
$ at ! V0 9 c I ua ^ e uguaglia i due positivi. 
I divisori dell’omogeneo sono 1 , 2 , 3 , 
5 > 6, 9, io, 12, 15, !8, 20, 30, 36, 
45 » ec. fra i quali si trovano le se¬ 
guenti combinazioni rispetto al coe/fi- 

^ute del secondo termine , 14-3 _3 

= », i -+- 4 — 6 =», 3 6 — 9 =*, 

} - 9=*, 6 + 9 - i] = >, i-b,* 
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— 18 = * ; ma perché fra esse sola¬ 
mente la quarta dà 4 X 5 X 9 = 180, 
così basterà valersi di questi numeri per 
formare le equazioni semplici, conside¬ 
rando positivi i due minori 4 , e 5 , e 
negativo il maggiore 9. Dividendo luna¬ 
zione proposta per esempio per ^ 9 , 

si ha di quoziente esatto { 2 9^ -+• 10 

= 0 , e dividendo questa per ^— 4 , si 
ha il quoziente esatto 7 — 5 — 0. E però 
le tre componenti sono { — 4 = 0 9 ^ _ 5 

= *> {+9 = *; 

Nell 1 equazione 

y A — 5 y 3 — 12 \\ y z -f - 8 8 )y — 756 = 01’ 

ordine de’segni fa conoscere, che vi so¬ 
no tre valori positivi, i quali insieme 
presi sono maggiori del negativo. I di¬ 
visori dell 5 omogeneo sono i , 2,3, 4, 
6, 7 9 9 9 1 2 > 1 4 9 1 8 , 21 , $ 6 ec., 
fra i quali s’incontrano le seguenti com¬ 
binazioni riguardo al coefficiente del se¬ 
condo termine 1 + 7 + 9 — 12 = 5, 
2 + 4+ 6 — 7=5, 4 7 4- 12 — 18 

= 5 ec. : ma perchè solamente la prima 
somministra 1 X 7 X 9 X 12=756, così 
basterà valersi di questi quattro numeri 
per formare le equazioni semplici, con¬ 
siderando i tre minori per i valori po- 
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sitivi dell’ incognita , ed il maggiore 12 
pel negativo. Dividendo per y — 9 > si 
ha di quoziente esatto y 3 -+- 4y z 8 9 J 

+ 84 = e dividendo quest’equazione 
per un altro d’ essi numeri , e per esem¬ 
pio per y ■+■ 12, si ha di quoziente esat¬ 
to y 2 — 8y~+-7=f*, e questa, essendo 
divisa per y — 1 = 0, dà il quoziente 
esatto y — 7 = 0. Dalle ritrovate com¬ 
ponenti si ricavano poi i valori dell’in¬ 
cognita^ =— 12, y= 9 , y- 7 ,y- 1. 

67. Si dee qui notare, che, quan¬ 
tunque coi divisori dell’ omogeneo s’ ar¬ 
rivi a formare delle combinazioni reper¬ 
to al coefficiente del secondo termine , 
ed alP omogeneo , succede talora, che i 
numeri di queste combinazioni non ser¬ 
vono a formare tutte le equazioni com¬ 
ponenti j la qual cosa dimostra , che nell’ 
equazione proposta si contengono delle 
radici sorde , o delle immaginarie , e per 
esempio 

Dell’ equazione x* — 1 -h 41 x 
— 20 = 0, i di cui valori soro tutti 
positivi , i divisori dell* omogeneo mi¬ 
nori di 13 sono 1 , 1 » 4i 5 j io , dai 
^uali si ricava la combinazione 1 -4- 1 
io = 13 rispetto al coefficiente 
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del secondo termine, e si ha pure iXiXic* 
= 20 per rapporto all’omogeneo; ciò 
non ostante, se si tenta la divisione per 
*, °P er *~ t,operar — io, s’incon¬ 
tra sempre un avanzo. In simil caso con- 
vien usare gli altri divisori, e tentare la 
divisione per x — 4 , per* _ . Se 
d.vide per x — 4 = *, si trova il quo . 
z.ente esatto in \ ui 

piu non si può fare veruna deile com¬ 
binazioni altrove descritte; ma per le 
cose insegnate si ricava, che i valori deli’ 
incognita in quest’ equazione di secondo 
grado sono sordi, cioè 

* j onde l’equazione proposta 

ha il solo valore razionale Jf — 4, 

6 S. Occorrendo, che fra i divisori 
dell omogeneo non si possano ricavare 
le combinazioni descritte (§. 6 4 ) a |j 
saremo certi, che nell’equazione ’propo- 
sta s’incontrano delle radici sorde, o delle 
immaginarie, o che le componenti non 
sono tutte del medesimo grado. 

In questo caso convien nel formare 
le equazioni semplici valersi de’ divi¬ 
sori uno dopo l’altro per vedere , se 
s incontra una qualche radice razionale , 



8 9 

o per trovare i limiti dei valori sordi, 
o per iscoprire, se s’ incontrano delle 
immaginarie. 

Se la proposta equazione avrà tutte 
le sue radici positive , o tutte negative , 
la divisione si tenterà con prefiggere il 
segno h-, o — alla cognita, che formai 
f equazione semplice, secondo che 
valori saranno positivi, o negativi $ ma * 
se le .radici della proposta saranno miste* 
converrà tentare la divisione , prefiggendo 
alla quantità cognita prima un segno , e 
poi l’altro. 

Affine poi di accorgersi, se si av¬ 
viciniamo al vero valore, converrà ba¬ 
dare all’ avanzo della divisione, e se si 
vedrà , che nell’ usare due numeri diversi 
collo stesso segno l’avanzo sminuisce, 
ciò sarà indizio, che il numero, in cui 
s’incontra l’avanzo minore, è più vicino 
ai vero valore dell’incognita, e qualora 
l’avanzo muterà segno, si dirà, che il 
valore della radice è sordo, e che i 
due numeri, nei quali gli avanzi han¬ 
no segno diverso, somministrano i li¬ 
miti del valore sordo; ma se gli avanzi 
non muteranno giammai segno, allora 
saremo certi , che le radici dell’equa¬ 
zione sono immaginarie. 
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Da queste operazioni consegue 
i.° Che tanti sono i valori razio¬ 
nali dell’incognita, quanti sono i quo¬ 
zienti esatti, che s’ottengono dalle di¬ 
visioni. 

i.° Che tanti sono 1 valori sordi, 
quante sono le mutazioni di segno ne¬ 
gli avanzi di due divisori dell’omoge¬ 
neo vicini adoperati collo stesso segno. 

3. 0 Che sono immaginarie le altre 
radici, che ancora rimangono a scoprir¬ 
si , ognorachè gli avanzi non mutano mai 
segno, essendo i divisori adoperati collo 
stesso segno ( §. 51). 

4. 0 Si dirà pure, che sono imma¬ 
ginarie le radici di un quoziente quan¬ 
tunque esatto, allora quando le radici 
di questo si manifestano di specie di¬ 
versa da quella, che indica l’equazione 
proposta (§. 5 4 )• 

I seguenti esempj rischiariranno 
maggiormente questa dottrina 
69. Sia proposta l’equazione 
p — 1 o{* -+- 3 9{ 2 — 8 •+• 8 o = 0 , i di 

cui valori sono tutti positivi ; e però, 
registrati i divisori dell’ omogeneo mi¬ 
nori dell’coefficiente 10, s’avrà 1, 1, 
5 > *• 
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Se si tenta la divisione per i — i 
— * si trova un avanzo , ma tentando 
la divisione per i —i= 7f S si h a ^ 4 110 *" 
ziente esatto —8{* ■+• 4 °=*- 

Se di quest’ equazione si tenta la 
divisione per f — 4 , si trova un avan¬ 
zo ; ma dividendo per { — 5 = 0 1 s * 
ha il quoziente esatto f — 3^+8 ==s 
le cui radici sono immaginarie ; onde 
i due valori reali sono £ = 1 , { = 5* 
Dell’ equazione 


x * — yx 5 -j- 6x 4 — 5 nc 1 -+- 63** — 5 4 * 
-H 378 = * le radici sono tutte posi¬ 
tive , ed i divisori dell’ omogeneo , 
che non oltrepassano il coefficiente del 
secondo termine, sono 1 9 2. , 3 > ^ » 7 * 
Se si tenterà la divisione per x — t 
= *, per x — 1 = x ec. , s’ avrà 
sempre un avanzo ; e s’otterrà un quo¬ 
ziente esatto solamente nel dividere per 


x — 7 = *, vale a dire usando uno de 


divisori dell’omogeneo uguale alla som¬ 
ma delle sei radici , la qual cosa fa co- 


* 


noscere, che nella proposta equazione 
s’incontrano delle immaginarie -, da que¬ 
sta divisione s’ ottiene il quoziente esatto 


* f -H — 9X* 2 — 5 4 = 10 CUt 

s'incontrano le proprietà (§. 23, *4 )> 
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c quindi risolta nelle sue componenti * 
si ha x* — 9=0, x 2 ~h 6 = 0. La pri¬ 
ma di queste dà = essendo im¬ 
maginarie le altre due, e la seconda 
equazione ha pure le radici immagi¬ 
narie. 

Sia proposta 1 ’ equazione 
f* —- h- 51^ 50 = 0. Siccome 

essa ha tutti i suoi valori positivi , ba¬ 
sterà valersi dei divisori dell’ omogeneo , 
che non oltrepassano il coefficiente 14. 
Questi divisori sono 1 , 2 , 5 9 i Q f ra 
i quali non si trova la maniera di * fare 
le combinazioni descritte ( §. 64 ). Si 
divida adunque f equazione per f - 1 0 

e si trova 1* avanzo — 11 , dividendo 
poi per { — 2 = 0, si ha l’avanzo -+. 6. 
Da ciò si conchiude, che l’incognita 
fia un valore sordo compreso fra 1 e 
a. Si continui a dividere la proposta 
equazione per { - 5 = », e si troverà 
l’avanzo — 15 , e poiché quest’avanzo 
cambia di nuovo segno, si dirà, che 
un’ altra radice sorda incontrasi tra 2 , 
e 5. Dividasi ancora l’equazione pro¬ 
posta per 1 — 1 o, e si troverà l’avan¬ 
zo -t- 70 j da questo nuovo cambiamen¬ 
to di segno si conchiude pure, che il 
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terzo valore sordo dell incognita trovasi 
fra 5 , e io. 

Sia proposta 1 ’ equazione 
x 4 — 4X 3 — 8 8x* -+- 471 at — 491 = 
in cui 1’ ordine de’ segni dimostra, che 
incontrami tre valori positivi, i quali in¬ 
sieme presi sono maggiori del negativo ; 
e però converrà scrivere anche i divi¬ 
sori maggiori del coefficiente del secon¬ 
do termine , e sono 1,1,3, 4 > 6 , 
11,41,81,123 ec. , dei quali non 
è fattevole fare le combinazioni (§. 64). 
Si tentino adunque i divisori dell’ omo- 
geneo uno dopo 1* altro , e per non 
moltiplicare male a proposito i tenta- 
menti prima col segno -i-, e indi col 
segno —, si rifletta che, siccome i tre 
valori positivi eccedono il negativo so¬ 
lamente di quattro unità , così dee esso 
negativo essere considerabilmente mag¬ 
giore di ciascheduno de’ positivi. Riflet¬ 
tendo poi, che, se si moltiplicano fra 
loro i divisori i x 4 X 6 X 1i, si ha 576 
alquanto eccedente V omogeneo, e che , 
se si moltiplicano i divisori 1x6X6X13., 
S 1 ha 431 alquanto mancante dell’ omo- 
8 e neo, si ha luogo fondato a sospetta- 
re > che i valori dell’ incognita si tro- 
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vino fra i divisori minori di 41. Divi¬ 
dendo adunque per x — 1 , si rrova 
l’avanzo — 112, e dividendo pei x —. 2 , 
si ha l’avanzo -4-82. Si scorge adun¬ 
que , che uno de’ valori positivi si trova 
fra 1 , e 2. La divisione per x — 3 dà 
pure l’avanzo ■+- 102. La divisione di 
x — 4 somministra 1’ avanzo — 16, 
quindi si conchiude, che un altro de’ 
valori sordi si trova fra 3 , e 4. La di¬ 
visione per x — 6 continua a dare l’avan¬ 
zo negativo 402, Ma perchè la di¬ 
visione per x — 12 dà il quoziente x J 
*+■ + 8x + 567, in cui le tre radici 

sono negative, e l’omogeneo è maggiore 
di 491, e si vede in oltre, che gli 
avanzi vanno sempre crescendo collo stes«- 
so segno, così si conchiude, che le altre 
due radici della proposta equazione sono 
immaginarie. 

Imporra qui notare che , qualora le 
radici dell’equazione sono sorde, se ne 
debbono cercare i limiti col dividere sem¬ 
pre l’equazione proposta per varie sem¬ 
plici , in vece che, quando i valori sono 
razionali, si divide solamente una volta 
l’equazione proposta, e le altre divisioni 
si fanno su i quozienti esatti, che risultano* 


70 . Volendo approssimare ilimiti delle 
radici sorde, allorché sono fra essi più 
lontani di un’ unità , basterà valersi nella 
divisione dei numeri interposti ai ritrovati 
limiti, ancorché questi numeri non sieno 
divisori dell’omogeneo, e quest* opera¬ 
zione si potrà praticare sempre nella stessa 
maniera, qualunque sia il grado , cui tro¬ 
vasi elevata l’incognita. 

Dell* equazione 

t 3 T" 1 — 5'o = a si sono tro¬ 
vati (§. 69) i seguenti limiti 1 , e 2 , 
2 ’ e 5 ’ » 5 > e io. Affine pertanto di 
approssimare maggiormente i limiti 2 , e 
5 del secondo valore, si divida 1* equa¬ 
zione proposta per uno de’ numeri inter¬ 
posti ai limiti 2 , e $ , e per esempio 
l 3 > e si troverà l’avanzo •+• 7, 
va e a dire positivo , come è succeduto 
nel dividere per f - » • si passi per¬ 
tanto a dividere per ^ - 4, e si troverà 
avanzo negativo — 2. Perciò si dirà, 
elle i limiti più approssimati della se¬ 
conda radice sono 3,64. 

' Per approssimare maggiormente i li- 
h* 11 * 5 , e io della terza radice, si userà 
P Ure un numero interposto a questi due, 
e P er esempio, si dividerà la proposta 
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equazione per j — 6 , e s’avrà l’avanzo 

— 1 6 pure negativo, come è succeduto 
nella divisione per ^ — 55 si divida 
adunque per ^ — 7, e s’avrà l’avanzo 

- 29 j si divida per { — 8 , e si trova 
T avanzo -18, il quale , siccome ismi- 
nuisce, dimostra , che il numero 8 s’ac¬ 
costa al limite ricercato. Si divida per 
l - 9» e si trova l’avanzo positivo + 
13 * onde si conchiude, che la terza ra- 
dice ha i numeri 8 , e 9 per i limiti 
più approssimati. 

71. Affine di approssimare maggior¬ 
mente i limiti ritrovati nell’ antecedente 
paragrafo , si farà uso de’ decimali nella 
maniera stessa, che si sono adoperati i 
numeri interi. Suppongasi , che deli’ 
equazione M{ 2 *- 5 H - 50 == , si 

debbano approssimare maggiormente i li¬ 
miti 1 , 1 del primo valore , si rifletta 
per ciò , che le differenze incontratesi 

negli avanzi delle divisioni per ^ _ 1 9 

e per j — 2 indicano, che il valore di 
l sia più vicino di 2, che di 1 9 p er . 
chè 1’ avanzo -+■ 6 proveniente dal divi¬ 
sore f — 2 è minore dell’ avanzo - 1 £ 
proveniente dal divisore £ — 1. Si di¬ 
vida adunque per { — 1. 6, e si ha di 


quoziente £ a — i 2. 4{ -H 3 2. 16 coll’avanzo 
-+- 1. 456 ; e siccome quest’avanzo ha 
il segno diverso dall altro — 11, così 
converrà dividere per £ — 1. 5 , e si avrà 
di quoziente — 11. 5^ —t— 33. 25 coll’ 
avanzo —125. Si conchiude adunque, 
che i limiti più approssimati del primo 
valore sono 1. 5, e 1. 6 , e che il va¬ 
lore della radice dee essere più vicino al 
primo limite. v 

Per approssimare maggiormente i 
limiti 3 , e 4 dei secondo valore, e 
sparmiare nel tempo stesso i tentativi 
inutili, si rifletta , che nei limite 3 si ha 
l’avanzo -t- 7, e che nel limite 4 si ha 
1* avanzo — 2 , la qual cosa dimostra, 
che il valore dell’ incognita è assai più 
vicino di 4. Dividasi adunque l’equazione 
per f — 3, 7 , e si troverà l’avanzo 
"J" *• 3 9 3 * Dividasi per { — 3. 8, e 
s avrà 1 * avanzo -4-0. 311. Dividasi per 
{ 3-9 5 e s avrà 1* avanzo — t*. 821. 

Si scorge adunque, che i limiti più 
approssimati pel secondo valore sono 
3* 8 , e 3. 9 , e che esso valore è più 
vicino del primo limite. 

Per approssimare maggiormente i 
limiti 8 e 9 del terzo valore, si ri- 
G 
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fletta , che nel primo si ha l’avanzo 
— 18 , e che nel secondo si ha Pavana 
zo 13, onde si argomenta, che il 
terzo valore dell’ incognita è più vicino 
del limite 9. Si divida per £ — 8. 6, e 
s’avrà 1 ’ avanzo -— 184. Si divida 

per { -7- 8. 7 , e s’avrà l’avanzo -h i, 
3.43 9 e però si conchiude, che i limiti 
più approssimati pel terzo valore sono 8, 
6, e 8. 7, essendo esso valore più vi* 
e ino del secondo limite. 

Se poi in vece di una cifra deci¬ 
male se ne scriveranno due, tre ec. , 
s’ approssimerà sempre piò i! valore dell’ 
incognita $ per esempio se s’ approssime¬ 
ranno maggiormente i due limiti t, 5 , 
e 1. 6 collo scrivere due cifre decimali, 
si troverà , che il primo valore è fra i 
due limiti 1. 50, e u 51 assai più yi- 
cino al secondo limite. 

71. La maniera di trovarci valori dell’ 
incognita col provare vari divisori nei 
casi, ne’quali non hanno luogo le com¬ 
binazioni (§ 64) 1 riuscirà più pronta, 
ognorachè f equazione proposta indi¬ 
cherà d’ essere stata prodotta da com¬ 
ponenti di grado superiore al primo j e 
per esempio se non apparirà 1’ incognita 


lineare, si potrà [tentare la divisione a 
dirittura per 1’ incognita elevata al se¬ 
condo grado accoppiata con uno de* di¬ 
visori dell’ omogeneo. Se non apparirà 
nè l’incognita lineare, nè il suo quadra¬ 
to , si potrà tentare la divisione a dirit¬ 
tura per un’ equazione semplice del ter¬ 
zo grado , e così successivamente. 

Nell’ equazione 

y’ ~ * 5 JK + ~ 9 J* - 4 - «ojy h- 170 = f 
non comparendo P incognita lineare y , 
si tenterà la divisione per y* più, o 
pieno uno de’ divisori delP omogeneo. 
Col dividere per y z — 9, si trova il 
quoziente esatto y 3 — 1 jy z — 30 ?= 0 , 
onde si comincierà già ad avere due va- 
lori di y =rfc 3. 

Nell’ equazione 

t ~~ X P{ 7 50^ — + 8oj 4 — 490{ s 

*+■ 7*o = * non apparisce |* incognita 
lineare ? nè il suo quadratq, perciò si 
potrà tentare a dirittura la divisione per 
un’ equazione semplice del terzo grado. 
Se questa divisione si tenterà per ^ — 8 
s’avrà di quoziente esatto 
V — 19^ -f. 50^ — 90 = 0 j onde si 
c omiocierà ad avere un valore di £= u 
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Del divisato quoziente esatto si po¬ 
trà pure tentare la divisione per un’altra 
equazione del terzo grado , o per una 
del secondo grado , e così di altri casi. 

73. Occorrendo, che l’equazione pro¬ 
posta fosse derivativa, ed avesse più di 
tre termini, si trasformerà a norma dell’ 
( § 33 ) $ dopo del che si tratterà la 
trasformata a seconda de’ casi, ai quali ap¬ 
parterrà , e dopo d’avere trovato il valore 
dell’ incognita nella trasformata, si troverà 
poi il valore della prima incognita. 

Sia proposta l’equazione derivativa 
x 9 — 3 ox 6 -4- 41 x* - 4 - 1 o 8 o = Si tras¬ 
formi , facendo % 3 = y , e s’avrà 
yì — 3 oy 2 _4_ 41 y —1— 1080 = *, e ope¬ 
rando in questa a tenore delle date re¬ 
gole , si troveranno le tre componenti 
^ — i7 = ^,jy — 8 = *, y -+- 5 = *, 
e sostituiti questi valori nell’ equazione 
x 1 =y, s’avrà x 3 = 27 , — 8 , ** = 

— 5 , e quindi i valori dell’ incognita 
saranno x = 3 9 x = 1 9 x = y/IL 5 9 e 
così di altre. 

Prima però di trasformare le equa¬ 
zioni derivative , che hanno quattro, 
sette, o otto termini, conviene osser¬ 
vare se esse appartengono a qualche- 


duna delle formole comprese dal § 23 
sino al poiché in quesro caso se ne 
può sparmiare La trasformazione , ed ave¬ 
re i valori dell’incognita con gran sem¬ 
plicità. 

Abbiasi l’equazione derivativa 

y 12 — 15 y ,Q Mty 8 -+- 6 4i 9y 6 — 47 5Y 4 
— 486 4y 2 _j__ 121600 = 0, si scorge fa¬ 
cilmente , che questa appartiene al §. 17), 
onde si trova, che le sue componenti 

5 T". la prima delle quali ha i 
sei valori immaginar), la seconda sommi¬ 
nistra due valori reali y = ± 4, es¬ 
sendo immaginari gli altri due, e dalla 
terza si ricava y =± 5. 

7 4 * Termineremo questo capo col far 
osservare che, qualora s’incontrano rotti 
in un equazione, e che nel farli spa- 
nre omogeneo riesce molto composto, 
e nchieggonsi molti tentativi per otte¬ 
nere 1 valori dell’incognita, si può in 
molti casi abbreviare assai l’operazione, 
senza che ciò cagioni divarj di conse¬ 
guenza. 

Dell’ equazione di secondo grado 
* 'Qx + ii = 0 i valori dell’inco- 
° Ua sono 3 , e 7. Si moltiplichi quest’ 
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equazione per x — 9, e s’avrà l’equa¬ 
zione di terzo grado x 3 — «9** -¥-mx 

— 189 = Se 1 ' omogeneo di quest’ 
equazione s’accresce di un’ unità, s’avrà 
l’equazione x 3 — 1 9** *+• nix — i 90 

— 0, in cui i valori dell’incognita so¬ 
no necessariamente accresciuti di una 
quantità molto picciola , per cui diven¬ 
tano irrazionali. Per trovare i limiti di 
questi valori si divida 1* equazione x 3 

— 1 9 x* -+- 11 ix — 190 == 0 per x -r- 9, 
e s’avrà di quoziente x* —- iox + 21 

— 0 coll’avanzo — 1. Dividasi la stessa 
equazione per x — 10, affine di avere 
l’altro limite del valor maggiore, e s’avrà 
pure di quoziente x 2 — 9X -+- 2 1 = 0 coll’ 
avanzo 10 , vale a dire , che la ra¬ 
dice maggiore è molto vicina a 9. E 
usando i decimali, si trova , che questa 
radice è tra 9 , e 9. 1 più vicina al 
primo limite. 

Si scorge adunque che, se in vece 
di aggiugnere un’ unità all omogeneo 
s’aggiugnerà solamente un rotto, l’al¬ 
terazione, che quest’aggiunta cagionerà 
ne’valori dell’ incognita , riuscirà anco¬ 
ra meno considerabile. Per esempio se 
s’abbia l’equazione 4 0 * 1 -h l0 $l 


— -g— = *, se in vece di far spari¬ 
re il rotto si farà l’attuale divisione dell’ 
omogeneo, s’avrà di quoziente 980. -, 

O 

e però, se in vece di questo numero 
si scriverà 981 , le radici dell* equazio¬ 
ne f — 4 °f 2 -+- 108^— 981 = ? saran¬ 
no accresciute di una quantità così pic- 
ciola , che nelT applicare la soluzione 
dei problemi alla pratica si potrà in 
molti casi prescindere dal divario, che 
s incontra tra le radici di quest’ equa¬ 
zione, e quelle, che s’otterrebbero dall’ 

equazione f - 40^ 108^ - 7 -^l = * 

8 

8 64511 

trasformata, e maneggiata in tutto il ri¬ 
gore geometrico. 

Questi divarj riescono poi ancora 
1 minor conseguenza a misura , che l’o¬ 
mogeneo sarà maggiore, o che l’equa¬ 
zione sarà elevata a maggior grado. 

75. Se in vece di accrescere di un’ 
Un,f à 1* omogeneo , s’ accrescerà nella 
st<? ssa equazione il coefficiente del pe- 
nu nm° termine , il divario nei valori 
e ^cognita sarà più sensibile , e riu- 
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scirà più considerabile esso divario a mi¬ 
sura , che s’accrescerà della stessa quan¬ 
tità il coefficiente di un termine più vi¬ 
cino alla massima potestà dell’incognita. 

Se nell’ equazione 

x J — i 9* 2 ■+* 111 x — 1 8 9 : = : 0 s’ accre¬ 
scerà di un’ unità il coefficiente del se¬ 
condo termine, come x 3 — iox z 11 ix 
— 189 = si troverà, che la radice 
maggiore è accresciuta considerabilmen- 
te , giacché trovasi fra x — 11, ed x 
—r 13 , e che le altre due sono pure 
state alterate a segno da non potersene 
prescindere. 

Queste riflessioni bastano t perchè 
l’Analista possa regolarsi con .cognizione 
di causa , allorché nella pratica cerca di 
abbreviare le sue operazioni, e che non 
abbisogna di una gran precisione nei va¬ 
lori, che ricerca. 


CAPO Y. 


*°5 


Risolvere i problemi numerici di grado 
superiore , le di cui equazioni finali 
sono affette in una maniera 
qualsivoglia . 

T ' 

76. x utte le equazioni finali affette 
di qualsivoglia grado ridurre si possono 
ai quattro seguenti casi. 

i*° Qualora il membro, in cui tro- 
vansi le incognite , è una potestà perfet¬ 
ta, o si può rendere tale coll 7 aggiunta 
di una quantità cognita. 

i.° Quando l’equazione dimostra, 
che le sue componenti sono di diverso 
grado , e che si può far uso delia teoria 
spiegata dal ( §. 13 sino al 29). 

3. 0 Quando, non avendo luogo es¬ 
sa teoria, si può coi divisori dell* omo¬ 
geneo fare le combinazioni descritte 
(§• 64) 

4. 0 Quando non possono nemmeno 
farsi le divisate combinazioni. In questo 
caso fa di mestiere badare alle condi¬ 
zioni del problema, ed alla natura dell’ 
equazione, Affinchè per mezzo di queste 
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considerazioni si sparmi di tentare tutti i 
divisori deli’ omogeneo. 

I seguenti esempi daranno lume ba¬ 
stante intorno l’uso pratico di questa dot¬ 
trina. 

77. Un fonte somministra in ciasche¬ 
duna ora un costante numero di brente 
d’acqua. Se da questo numero si levano 
cinque brente si ha un avanzo , con cui 
si stabilisce la seguente proporzione. 

L avanzo sta a 3 , come il qua¬ 
drato del numero delle brente d’acqua, 
che in un’ora sgorgano dal fonte, più 
2 8 volte esso numero meno u 9 sta 
allo stesso quadrato più 105. Cercasi 
quante brente d’ acqua somministra il fonte 
in ciascheduna ora. 

Se il numero ricercato sia = x , 
sarà l’avanzo * — 5 , e quindi s’avrà 
la proporzione * — 5 : 3 : : x * + 2 8 x 
— 11 9 : x 2 -h 105. Facendo il prodotto 
de’ medj, e degli estremi, e riduceudo 
l’equazione azero, si ha, dopo d’averne 
corretta l’espressione, 
x J — Sx 1 *+■ iix — 168 = 0, 

Considerando la forma di quest’ 
equazione si trova, eh’essa appartiene 
ai secondo caso ( §. 76), è che a te- 
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nore del (§. 24) si può risolvere nelle 
due componenti *-8 = *, x* + it =* 9 
la prima delle quali somministra un va¬ 
lore positivo dell’ incognita , essendo im¬ 
maginari gli altri due. 

78. Se dalla solidità di un cubo si leva 
il quadruplo della sua superficie , si ha 
un avanzo uguale a 234 meno 161 volta 
il lato del cubo. Cercasi il valore di 
questo lato. 

Si, 'chiami = y il lato ricercato, 
sarà y 3 la sua solidità , e 6y 2 la sua su¬ 
perfìcie, e quindi 2 4y 2 il quadruplo di 
essa. Coll’ adempiere le condizioni del 
problema s’avrà la seguente equazione 
y 3 7“ M y l = 134 — i6iy, 
e riducendo l’equazione a zero, si ha 

y l — My'-h 161^ — 234 = 

Esaminando quest’equazione, si tro¬ 
va , che noh può appartenere ai due 
primi casi ( §. 76 ). Si trovino pertanto 
i divisori dell 1 omogeneo minori di 24* 
giacché le 3 radici sono positive , e 
s avrà 1, 2, 6, 9, 13, 18. Si cerchi 
se con questi si possono fare le combi¬ 
nazioni descritte ( § 64 ), e si troverà 
1 ^ 9 -+- 13 = 24, 64-9+9 = 24 • 
fila perchè solamente coi numeri della 
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prima si ha 1x9X13 = 234, così si 
dirà, che quest’equazione appartiene al 
terzo caso (§.76), e che convien va¬ 
lersi dei divisori dell’omogeneo 2,9, 13. 

Si tenti la divisione per y — 2 , e 
si ha di quoziente esatto y* — 22 y + n7 
= *. Si divida questo quoziente per y 
— 9, e si ha l’altro quoziente esatto 
y ' — 13. Pertanto i tre valori del lato 
ricercato sono y = 2 , y = 9 ,y= 13. 

79. Un disraccamenro d’Ussari scuo- 
pre in distanza di trabucchi 400 una 
partita nemica di fanti, che si mette a 
inseguire, tosto che questa prende la fu¬ 
ga. Cercasi il numero de’ trabucchi, che 
scorrer debbono gli Ussari per raggiugnere 
l’inimico nella supposizione, che la strada 
da farsi da questa cavalleria stia a quella 
de’fanti meno 80, come la decima parte 
del quadrato della strada, che faranno i 
fanti prima di essere raggiunti, stà alla 
somma della strada da farsi dai due di- 
, staccamene. 

Se la strada , che faranno i fanti, 
sia = quella degli Ussari sarà 400 
■*- e però a tenore della condizione 

del problema sarà 400 + ^:^— 80:: — 
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: 400 if, e fatto il prodotto dei 
medj, e degli estremi, si ha i £ 2 4- 1200^ 

4-160000 s --e facendo spa¬ 

io 

rire il rotto , e riducendo 1* equazione a 
zero colla massima potestà dell’ incognita 
positiva , si ha 1* equazione finale f _ 

lOOf* — I 2000 £ _ IÓOOOOO = 0 . 

Esaminando quest’equazione, si ve¬ 
de , che appartiene al quarto caso ( §. 
76). Per la qual cosa, prima di tentare 
i vari divisori dell’ omogeneo , convien 
badare alle condizioni del problema , ed 
alla natura dell’ equazione , affine di smi¬ 
nuire il numero de’tentamenti. 

Dall’ ordine de’ segni si deduce , 
che due delle sue radici sono negative, 
e che una è positiva maggiore delle due 
negative insieme prese. E’ necessario per¬ 
tanto di tentare i divisori dell’omogeneo 
maggiori di 100 coefficiente del secondo 


termine, giacché questo coefficiente es¬ 
prime la differenza fra il valore positivo, 
e d i due negativi. Dividasi l’equazione 
per esempio per — 160 , e si ha 
^ avanzo — 1984000. Si prenda un 
a ^ro divisore assai maggiore, affine di 
scoprire un altro limite , che ci sminuì- 
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sca il numero delle operazioni inutili , 
e sia per esempio { — M°> e si ha 
l’avanzo 47 7 5° 00# H cambiamento de 
segni nell’ avanzo dimostra , che la ra¬ 
dice ricercata è fra 160, e 250. Se si 
dividerà per { - ioo , si troverà il 
quoziente esatto 100^ 8000 

= p , le cui radici sono immaginarie. 
Si conchiude adunque, che { = 200 è 
la strada fatta dai fanti , dopo la quale 
sono raggiunti dagli Ussari, 1 quali hanno 
fatto il cammino di 400 -4- 200 = $09 
trabucchi. 

80. Un Geometra dice , che aggiu- 
gnendo due miglia alla distanza , che 
v’è fra due villaggi, e, dopo d’aver cu¬ 
bata questa somma , si leva 28 miglia 
da detto cubo, la radice quadrata di quest’ 
avanzo supera di 14 miglia la radice qua¬ 
drata, che si cava dal cubo formato colla 
distanza fra i due villaggi sminuita di due 
miglia. Cercasi quale sia la distanza fra 
i due villaggi. 

Sia la distanza ricercata = x, il cubo 
di x 1 sarà x 3 i ix -4- 8 , 

dal quale levato 28 , ed estratta la ra¬ 
dice quadrata, sarà >/x l h- 6*» + m- 20. 
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II cubo di * — 2 , sarà __ 6 x z 
- + i ix — 8 , e la sua radice quadrata sarà 

v^x 3 — 6x a ijèi2a;_8. E pero , a tenore 

dell’ esposto del problema , sarà 

3 + (ÌX* + I2X — 20. - 14. 

= 6 x* -f. , 2 X —8* 

Si liberi r equazione dall’ assime- 
tria , e s avrà nella prima operazione 
x 3 6 x 2 4- 1 z x 176 t — 18. 

' / * 3 *** 12* — 20 = -X 3 -—6* 2 4 - 1 i.v 8 ; 

e correggendo l’espressione, e ordinan¬ 
do 1 equazione, s’avrà 12^+ 184 = 

2 8 \/ X 3 4 - 6 x a 4 - I2x — 20. 

Si quadri di nuovo ciascun mem¬ 
bro dell’equazione , e sarà 
M4* 4 ir 4416X 2 + 33856 == 784*» 
470 4 x z + 9408*— 1 5 680 ; e riducen¬ 
do l’equazione uguale al zero, sarà 
I 44 * 4 — 78 4 at j -r- iS8* 1 — 9408# 
" 4 " 495 3 6 = 

Si liberi la massima potestà dell* 
incognita dal coefficiente, e si riduca¬ 
no 1 rotti alla minor possibile espressio¬ 
ne , e s’avrà * 4 — —- ix 2 — —^ 

9 t 3 

^344 =?= Si trasformi l’equazione 
Co ^ moltiplicarne le radici per 9 $ cr j. 
vendo 
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e facendo 9* = $', s’avrà 
f 4 — 49{ J — ,( 5i{ 2 - 47 6l8 f‘+- 1 M 6 9 8 4 
=^= 0, nella quale s osservano due radici 
positive , e due negative , e si vede, 
che la somma delle prime supera di 49 
la somma delle seconde. Si scrivano i 
divisori dell’ omogeneo, e sono 1,2, 
3,4t 6 y 8,9, 11, 18, 24, 27, 36, 
48, 54, 71, 108, 1 61 ec,, e siccome 
fra essi non si scorge la maniera di fare 
qualcheduna delle combinazioni descritte, 
converrà tentare la divisione con que’di¬ 
visori , che sono moltiplici di 9 , giacché 
le radici sono state moltiplicate per 9. 
Dividendo adunque per £ — 27, si trova 
l’avanzo 4 - 4i99°4* e dividendo per 
{ — 3 6 , si ha l’avanzo — 274104. 
Si scorge adunque , che una delle radici 
positive della trasformata è tra 27, e 36, 
e quindi essa radice nella equazione pri¬ 
maria si trova tra 3 , e 4. 

Si continui a dividere l’equazione 
per un numero moltiplice di 9 maggio¬ 
re di 3 6 , e per esempio per ^ — 54, 
e s’avrà il quoziente esatto ^ - 4 - 5^ 


11 3 

4- io8f — 41796 =» *• Si scorge adun¬ 
que, che l’altra radice positiva è = 6, 
giacché si ha yx p = 54 9 onde 

54 

x = — = 6* Le altre due radici sono 
9 

immaginarie. 

81. Un Banchiere impresta un mil¬ 
ione di lire per tre anni col patto, che 
nel restituirli il capitale, se li pagherà 
1 interesse d’interesse ragguagliato in mo¬ 
do , ch’egli conseguisca 11. 259711 di 
più dei denaro, che sborsa. Cercasi a 
quanto per cento sia ragguagliato Tinte- 
resse suddetto. 

Negli Elementi dell’ Algebra si è 
già data ( §. 296 ) la seguente formola 
per li problemi di questa specie 

~T~— n c + a 

a 1 - — 9 ,n cui c esprime il capi¬ 

tale imprestato, d il tanto per cento , 
a il frutto , ed n il tempo. Sostituiti 
pertanto nella formola i dati del pro¬ 
blema , si ha P equazione d 3 -e }d z -f- 3 d 
1000000 259712 .. 

-4- * = - , il di cui 

1000000 

primo membro, essendo un cubo per- 
* ett Q, appartiene al primo caso (§. 7 6 ); 
perciò, estratta da ambe le parti la ra- 
H 
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dice cubica, si ha d + i = —, e quin- 

g 

di d = — , vale a* dire , che Tinte- 

IOO 

resse suddetto è regolato in ragione di 
otto per cento. 

Volendo risolvere il problema senza 
estrarre la radice, converrà ridurre T equa¬ 
zione a zero, e s’avrà dt 3 a 2 3 d 

159712 • ,, , .. 

•-= e poiché la radice cu- 

bica di un millione è 100, così con¬ 
verrà trasformare T equazione suddetta 
col moltiplicarne le radici per eoo, scri¬ 
vendo d ì -f- xd 1 xd — = ft 

J icooooo 

IOO IOOOO IOOOOOO 
onde facendo iood = D , s’avrà 
D* -+- 3 00 D 2 30000 D — *59712 = * 

la quale, essendo esaminata , si trova 
appartenere al quarto caso ( §. 7 6 ). Lor¬ 
dine de’ segni dimostra , che due valori 
dell’ incognita sono negativi , ed uno 
positivo minore assai dei due negativi. 
In oltre si osserva, che il valore posi¬ 
tivo è quello, che serve alla soluzione 
del problema f e che questo valore dee, 
a norma de patti, che si fanno in tali 


contratti, essere minore àssai di cenro * 
°nde basterà valersi dei divisori deli* 
omogeneo ,,2,4,8, ,6, 32, 64. 
^ si comincia a tentare la divisione per 
D ~~ 4 , si ha l’avanzo — 134848 , e 
se S1 divide per D— 16, si trova l’avanzo 
* 301*84. Si scorge adunque, che il 
valore ricercato è tra 4, e 16. Se si 
tenta la divisione per D — 8, si tro?a il 

TT n ltr mt °,P- + 3°8 O + 3 M 6 4 

, ut radici sono immaginane. 

Se nell’ equazione 100^= D si 
scriverà 11 valore di Z> = 8, s’avrà </ = 

ìoo ’ C * 0 ^ ^ interesse ragguagliato in ra¬ 
gione di otto per cento. 

Se in vece di moltiplicare per 100 

r equazione & + 3< / __ 2 597** 

= ^ cj r . , 1000000 

geneò , a " Ua,e divisione del1 ’ om °- 

decimali J 3+ ,, dq “° zlente ln frazio,li 
pero converrà tenrare Ja divisione per 
d -‘-l. di due cifre. Se si dividerà 
^ r d —„. 0 8, s’avrà il quoziente esatto 

riti' ° U V. Mè4 = "» cioè sari 

S0 Pra. 6 = d d ‘ centesimi > come 


il 6 

Se i dati del problema fossero 
€ = xoooooo, n = 4, 0 = 115506^, 

siccome in questo caso si ha il rotto 

così, dopo d’avere sviluppata la forinola* 
c sostituiti i numeri, s’avrà 

u u j 1000000 + 215506 I 

d 4 +4d 3 +6d*+4d+* — __ 5 4 

1000000 

e rapltiplicato il secondo membro per 4, 

affine di fare sparire il rotto - $’ avrà 

4 ’ * 

dopo d’aver corretta 1*espressione 

d+ - 4 - - 4 - 6d 2 -+- 4d -h i == 

4000000 

in cui s’ osserva, che il primo membro 
è potestà perfetta , onde appartiene al 
primo caso (§. 7 6). Si cominci a cavare 
la radice quadrata , e s’avrà 

2Z05 

d z h- id -4. 1 = ~ o j e poiché collo 
schizzare il secondo membro , dividen¬ 
dolo per 5» s * h a c * le ® pure una 
potestà perfetta, così, estratta di nuovo 
la radice quadrata, si ha d -+• 1 = il 

** r\ * 


««7 

e quindi d = ~ ì- . = — = -* vale 

a dire, che l’interesse è regolato a cinque 
per cento. 

Volendo risolvere il problema coi 
discomporne l’equazione finale, converrà 
ridurla a zero, e s’avrà d* 

^ _ 862025 

4 Siccome il de- 

nominatore dell’ omogeneo non è una 
quarta potestà, così converrà schizzare 
questo rotto, finché riesca tale j la qual 

cosa s’incontra nel rotto LgÌL- ; n cu j 

la radice quarta del denominatore =20. 
Si trasformi adunque l’equazione 

+ «*.+ 4 d- col 

160000 

roncarne le radici peno, facendo 

„ T ^ ’ e s ’ avf à 

_^ ° " + 1 4oo^) 2 -i-j 1000D —34481 

0 9 a c I ua ^ e , essendo esaminara, si 
trova, che appartiene al quarto caso 
76 ). In quest’equazione si hanno 
, re radici negative, ed una 
1 divisori 
8 


negative, ed una positiva } 
dell’ omogeneo sono 1,41 
34481. Si tenti la divisione per 
1 » e si trova il quoziente esatto 


D ì 81 D l -f- 2481 D -4- 34481=: f! t 
Sostituiscasi il ritrovato valore di D = 1 
nell’ equazione io d==D y e s’avrà d 

= — = - 5 - ; vale a dire , che l’inte.- 
20 100 7 

resse sarà in ragione di cinque per cento. 

Se si desidera una delle radici ne¬ 
gative, si dividerà l’equazione di terzo 
grado per D -\-41 1 e s’avrà il quoziente 
esatto 40 841 = 0, le cui 

radici sono immaginarie. Sostituiscasi il 
ritrovato valore di D = — 41 nell’equa¬ 
zione ìod = D , e s’avrà d -=.— 

20 

= — , valore, che non serve, e 

100 

che nemmeno ha luogo nei contratti. 

Se si vorrà sparmiare una parte 
delle fatte operazioni, basterà espri- 
862025 

mere 1 omogeneo -in quest’ altra 

manierai. 21550625, e dividere l’equa¬ 
zione d*+ + A ^-— 21550625 = * 

per uno de’suoi divisori decimali, e per 
esempio per d — 0. o 5 , e s’otterrà il 
quoziente esatto, 

d l + 4. o^d 2 -*- 6. 2025^“*- 4 * 3 IO, * 5 =*» 
epperò 1* interessa = d sarà cinque cen- 


. . i i 9 

tesimi, cioè sarà ragguagliato in ragione 
di cinque per cento. 

82. Si sono accomprati rasi 100 
panno, e ciascun raso è stato pagato a 
un prezzo tale, che se al cubo di questo 
prezzo s’aggiungono lire 131. 4 si ha 
P ammontare della spesa fatta. Cercasi 
quanto costi ciaschedun raso. 

Se il prezzo di un raso di panno si 
chiami = x , sarà x ì -h 2 31. 4 == 100*. 
i riduca 1 equazione al zero, e si os¬ 
servi , che , essendo quattro soldi la 
quinta parte di una lira, l’equazione si po¬ 
trà scrivere in quest’altra maniera x* # 
1156 

— 100X-+-—-—= 0. 

Si trasformi l’equazione col molti* 
phcarne le radici per 5, facendo = 
e s avrà la trasformata — 2500^ 
-f- 18900 = *. Considerando l’asterisco 
preceduto dal segno ambiguo si trova, 
che 1 equazione ha due radici positive , 
ed una negativa. Si registrino i divisori 
dell’omogeneo 1, 2, 4, 5, io, 20, 
M ec. e si cerchi, se con essi si può 
are una qualche combinazione, e poiché 
Sl trova , che non è attuabile una 
ta l cosa , si conchiude, che P equazione 


I IO 

contiene delle radici sorde, o delle im¬ 
maginarie. 

Per cercare una delle radici positive 
si cominci a dividere 1* equazione per un 
numero moltiplice di 5 , e per esempio 
per £ — 1 o , si troverà l’avanzo -+- 

4900 i se poi si dividerà per ^ x ^ * 
s’avrà l’avanzo — onde si con¬ 

chiude , che un valore positivo di % è 
tra io, e 1 5 » e P er conseguenza quello 
di x tra 2 , e^ 3 * Nella stessa maniera si 
troverà , che 1 altro valore positivo di x 
e tra 8 , e p, e che il valore negativo 
è tra n, e 12. 

83. Due negozianti hanno posto in 
società un numero tale di lisbonine , che 
il quadrato del capitale del primo meno 
il prodotto di questo capitale in quello 
del secondo fanno 60 lisbonine j e se il 
cubo del capitale del primo si somma col 
prodotto fatto dal quadrato del capitale 
del secondo nei denari posti dal primo , 
si hanno 1666 lisbonine. Si cerca il ca¬ 
pitale di ciascheduno. 

Sia il denaro posto dal primo =*, 
e quello posto dal secondo = y , Co |p 
adempiere le condizioni del problema 
5 avranno le due seguenti equazioni 



Ili 


1. a x 2 — xy = 60 

2 . a x' -+• xy 3 = 1 666 

Dalla prima si ricava * —~ = y m 

Sostituiscasi questo valore di y nella se¬ 
conda equazione, e sarà 


i. a x 3 ^ x X--^ Ilox ^ 36oo == i 666; 

x* 

e corretta V espressione, e ridotta 1’ equa¬ 
zione al zero, sarà 

* 4 — 6ox‘ — 8 }} x -+■ i 8oo = #; seri, 
vendo 1 asterisco in vece del secondo 

termine » si lrova » che l’equazione ha 

due radici positive, e due negative, e 
dalla mancanza del secondo termine si 
vede, che la somma delle positive ugua¬ 
glia quella delle negative. Si registrino i 
divisori dell* omogeneo i , 2 , 3 , 4 , 
5 9 * 9 8 , 9, io , 12 , 15,18, 20 , 
2 4 > 2 $ > 3 o> 3 40 , 45, 50 ec., fra 

i quali non trovandosi maniera di fare 
veruna combinazione, si conchiude , che 
1 equazione proposta contiene delle radici 
sorde , o delle immaginarie. 

DalP osservare , che I* omogeneo 
” 0n è molto grande, si comprende, che 
1 valori dell’ incognita esser debbono nu- 
meri piccioli * si divida adunque Y equa- 


zione per x —r i , e s’avrà l’avanzo 
“+* 908. Si divida per x — 2 , e s’avrà 
l’avanzo — 90 ; si scorge adunque, 
che un valore positivo si trova tra 1 , e 
a assai più vicino di 2. Se si tenterà la 
divisione per 3, 4, 5,6, 8, 9, e io, 
si troveranno avanzi negativi, i q Ua jj 
crescono sino a un certo segno, e indi 
sminuiscono; ma dividendo per x — 1 1, 
si ha di nuovo T avanzo positivo 18 , 
onde l’altro valore positivo di x sarà tra 
io, e 1 * ; se poi si fosse diviso per 
x — 12 si sarebbe avuto di quoziente 
x 3 ■+* ii* 2 ■+• 84* 175 = e sic¬ 

come le radici di quest’equazione mutano 
natura, poiché sono tutte negative, men- 
ire una esser dee positiva, si conchiude, 
che P equazione contiene delie immagi¬ 
narie. 

Se uno dei valori positivi appros¬ 
simati di x , e per esempio il limite 
maggiore si sostituirà nella prima equa- 
» < ni —60 

zione x 2 — xy = 6 s avra y — —~— 

= 5 — pel capitale posto dal secondo 

negoziante, ed in fatti i capitali posti 
dai due negoziami sono 


y = v^3o 

84. Un Acquavitaio dice, che, aven¬ 
do distillato dodici brente di vino, ha 
ricavato un numero tale di brente d’ac- 
quavita che, aggiungendo 9 al quadrato 
di queste brente , e moltiplicando questa 
somma pel cubo d’esse brente, si ha un 
prodotto uguale a 64 volte lo stesso qua¬ 
drato più 57 6 . Cercasi quante brente 
d acquavita abbia ottenuto il fabbricatore 
in questa distillazione. 

Se il numero ricercato si chiami =*, 
sa ra pe r la condizione del problema 
* 2 -4- 9 * = * 4 * z -+- 776 » e facendo 

l’attuale moltiplica, e riducendo l’equa¬ 
zione a zero, si ha x s 9** — 64** 
576=*, la quale appartiene al se¬ 
condo caso (§. 76), epperò, valendosi 
della teoria (§.14), si risolve nelle 
due componenti 6 4 =*,**•+-9 =*, 

e quindi si ha x=4, essendo imma¬ 
ginar) gli altri quattro valori dell’ in¬ 
cognita. 

85. Evvi il piano inclinato AB lun¬ 
go piedi 1448. Una lepre parte dal sito 
e cammina verso A in modo, che 1 
primo minuto s’avanza cinque piedi. 


124 

nove nel secondo minuto , tredici nel 
terzo, e proseguisce il suo camminare 
coll’ accrescimento di quattro piedi in 
ciaschedun minuto successivo. Alla som¬ 
mità A del piano evvi una sfera, la 
quale comincia a rotolare verso B tosto 
che la lepre principia a muoversi. Il ro¬ 
tolare di questa sfera segue con legge 
tale, che nel primo minuto scorre un 
piede, ne scorre otto nel secondo minuto, 
ventisette nel terzo , e continua a così 
rotolare con maggior prestezza secondo 
i cubi corrispondenti ai numeri naturali. 
Cercasi dopo quanti minuti la sfera in¬ 
contrerà la lepre. 

Si chiami = x il numero de’ mi¬ 
nuti , che ognuno di questi due mobili 
impiega dalf instante , 'che principia a 
muoversi , finché segua l’incontro. Sic¬ 
come la lepre nel suo camminare forma 
una progressione arirmerica crescente , il 
cui primo termine = 5 , il denomina¬ 
tore = 4 , ed il numero de’ termini = 
x , sarà la somma, o dicasi l a strada 
fatta dalla lepre nell’ istante, che incon¬ 
tra la sfera , espressa per ix 2 - 4 - 3*. 

Allorché si considera la serie formata 
dai cubi dei numeri naturali, la quale pria- 


11 5 

cipia dall’ unità, si trova, che la somma 
d’essi cubi corrispondente al numero = 

si esprime per ~ xT+7 elevato al qua- 

drato, cioè per ---- e siccome 

4 

questa somma esprime anche il cammi¬ 
no scorso dalla sfera , e che questo cam¬ 
mino unito alla strada fatta dalla lepre 
formano nell’istante dell’incontro la lun¬ 
ghezza del piano inclinato, così s’avrà 
l’equazione 

X U 4 - 2 X 3 - 4 - x* 

4 -+- ix 1 •+- 3 *= 1448, e fa¬ 

cendo sparire il rotto , e riducendo 
l’equazione a zero, sarà 
* 4 -f--f- 9X 2 12* — 5791 = a f 

equazione, che appartiene a uno dei 
due ultimi casi ( §. 7 6). L’ordine de’ 
segni dimostra, che tre valori sono ne¬ 
gativi , ed uno positivo , e che questo 
è minore di due unità della somma dei 
tre negativi. Esaminando poi i divisori 
dell’ omogeneo, non si trova la via di 
fare le combinazioni descritte (§.64): 
e però il problema appartiene al quarto 
cas °i onde convien tentare la divisione 
per due numeri distami, affine di avere 


due limiti d* una radice. Dividendo per 
x — i, si trova l’avanzo — 5768, e 
dividendo per x — io, si ha l’avanzo 
.4-7228. Si scorge adunque, che il va¬ 
lore positivo si trova tra 1 , e io. Se 
si dividerà per x -— 8 , s’avrà il quo¬ 
ziente esatto x 3 -t- 1 ox z ■+■ 8 yx 7 2 4 = ^ 
e però sarà x = 8 il valore positivo. 
Se si vorranno avere gli altri valori ne¬ 
gativi , si tenteranno altre divisioni, e 
si troverà, che uno di questi è sordo, 
e che i suoi limiti sono 9 , e io , es¬ 
sendo questo valore assai più vicino al 
primo limite, e che gli altri due valori 
sono immaginarj. 

8 6. Caio accompra una cassina pel 
prezzo di 11 . 36000. Per pagare questa 
somma assegna per anni cinque una ren¬ 
dita annua di 11. 8000 su i monti, af¬ 
finchè si soddisfaccia agli interessi, e 
col di piu si sconti una parte del suo 
debito. Si addimanda a quanto per cento 
dee regolarsi l'interesse, affinchè nel 
terminare del quinto anno sia esatta¬ 
mente pagato il debito. 

Negli elementi dell* Algebra si è 
già data la formola per li problemi di 
questa specie, in cui j se si sostituiranno 


. _ , . . . . 12 7 

1 dati, si verrà in cognizione di quanto 
ricercasi, operando a norma de’ (§§.8 i, a i). 
Per la qual cosa si da qui un’ altra ma¬ 
niera per risolvere questo problema. 

Sia il prezzo della cassina = c , la 
rendita, che si assegna , = r , e sia il 
tanto per cento = y y sarà c+y il de¬ 
bito in fine del primo anno, che chia¬ 
meremo = x , dal quale levando la ren¬ 
dita = r , sarà x «— r, il debito in prin¬ 
cipio del secondo anno \ e poiché i’ in¬ 
teresse da pagarsi dee essere proporzio¬ 
nale al debito restante , così, per avere 
il debito cogl’ interessi in fine del se¬ 
condo anno , si farà l’analogia c : x : : x — r 
stà al debito in fine del secondo anno 

_ x a — r x . 

-— , da cui levando la rendita 


si ha 


x’ — rx 


x-rx-rc 

. =-7-pel 

debito in principio del terzo anno. Si 
‘accia un altra analogia 


x*— rx 


■ re 


‘ —rx —rcx 


Santità, che esprime il debito in fine 
^fl terzo anno, da cui levando la ren- 
lta = r , si ha pel debito restante in 

principio del quarto anno rx nx "" rc * 


c % 


ti8 


si faccia di nuovo quest’altra analogia 

x 3 — rx 1 — rcx — re 1 


c:x : : 


e 2 


. ——— T ~ per avere il debito 

e 3 

in fine del quarto anno, dal quale le¬ 
vando la rendita assegnata, si riduce il 
debito in principio del quinto anno alla 
seguente espressione 

x*—rx' 3 —rcx 2 — rc'x—rc s , 

--—:- , e facendo an- 

c 3 

cora la seguente analogia 

x 4 — rx 3 — rcx 2 — rc'x — re 3 
c:x:: -?- 

x 5 _ rx * — rcx ' 3 — re'*' -rc*x 

; " 7 * 

si ha il debito in fine dell’anno quinto, 
dal quale levando la rendita assegnata , 
si ha 

y 5 -rx 4 — rcx 3 — rc 2 x 2 — rr 3 x — re 4 

71 

ma perchè in quest* ultimo sconto si 
termina di pagare esattamente il debito, 
così sarà 

- rx * - rcx' - re 2 x* - rc 3 x-rc 4 

i___ =*,e rool- 

c 4 * 

tiplicando per c 4 , sarà 

—- rx 4 —• rcx 1 — rc 2 x z — rcU — rc 4 = ^ 


1 *9 

in cui sostituendo i dati del problema, 
s avrà jc 5 — 8ooox 4 — 188000000** 
■■^i0368ooooooooor a — 373 248000000000000* 

*- 1 3 43 6928000000000000000 = 

equazione, che facilmente si scorge es¬ 
sere divisibile per 4000 5 onde facendo 

^ = i » s ’ avrà - i r - i8 { f 

,6l f — *45«{ — 1 3 1x1 = « , 
nella quale si osserva una sola radice po¬ 
sitiva maggiore delle quattro negative in¬ 
sieme prese. 

Esaminando quest’ equazione si tro¬ 
va, che appartiene al quarto caso (§. 76); 
e provando i divisori delP omogeneo si 
trova, che la radice positiva è sorda, 
€ d è posta fra 9 , e 18, vicinissima però 
a 9 . Coll’approssimare questi numeri ri- 
sulta , che il valore positivo è fra 9 , 4, 
e 9 > 5 , e se questi limiti si vorranno 
approssimare maggiormente, si troverà, 
che essi sono 9,44, e 9 , 45 , e che 
il valore di ^ è molto vicino al primo 
limite. 

Sostituiscasi questo valore di £ nell’ 

fazione ? = —*— , e s’avrà 
1 4000 

9 * 44 x 4000 = x = 377 6 o, e poiché 


i 3 o 

questo numero esprime il capitale , e 
l’interesse in fine del primo anno, se 
da questo si leverà il capitale 36000 
s’avrà P interesse 1760. Istituiscasi ora 
r analogia 

1760 X 100 8 

36000 : 1760 :: 100 :-— a _ 

36000 — 4 9» 

vale a dire , che quest’ interesse è re- 
golato in ragione di 4 | per cento in 
circa. 

87. Per esprimere con una forinola 
il metodo tenuto nel risolvere l’antece¬ 
dente problema , si consideri, che in fine 
di ciaschedun anno , dopo d’ aver di¬ 
falcato la rendita dal debito, questo si 
trovi affatto estinto , se questa espres¬ 
sione si moltiplicherà per x — c , s avrà 
come segue : 

In fine del primo anno r~r X x _ c 

= x 2 — r — c X x re = 

In fine del secondo x 2 — rx—re X *_ c 

= *3 — r — c X x 2 - 4 - re 1 = 0. 

In fine del 3. 0 x 3 — rx* — rcx—rc 2 X * — c 

= x+ — r — c X -+- re 3 = 0 . 


__ n* 

Del 4. 0 x'-rx* - rcx z -rc z x-rc 3 X x —c 
^ x s — r —cX x 4 -4- re 4 = * 

Del 5. 0 x s -rx+-rcx 3 — rc 2 x 2 -rc 3 x-rc+Xx—c 
= x 6 — r —cXx 5 -j- ró = 0 

Da ciò si scorge, che le equazioni 
come sovra moltiplicate hanno sempre tre 
soli termini, il primo de* quali è T in¬ 
cognita elevata a un grado di più del 
numero degli anni, che il secondo ter¬ 
mine ha sempre il coefficiente negativo, 
formato questo dalla somma del capitale , 
e della rendita , che l’incognita in que¬ 
sto termine è elevata al grado indicato 
dal numero degli anni , e che T omoge¬ 
neo è sempre positivo, ed è formato 
dalla moltiplica della rendita nel capitale 
elevato alla potestà indicata dal numero 
de gfi anni. 

E però, se il numero degli anni si 
chiami = ;i , s > avrà . akra 

mola generale 

+ '~--r — 7X x" - 4 - re" = »». 

8 8. L’impresaro delle miniere dice, 
efie ha ricavato un certo numero d* on- 
^ le d’ oro di maniera che, somman- 
0 k quarta potestà di questo numero 
COn 8 volte il suo quadrato più 875 


13 * 

oncie, e moltiplicando questa somma per 
Io stesso quadrato , si ha un prodotto 
uguale a quello , che s ottiene somman¬ 
do il settuplo d’ essa quarta potestà 
con 181 volta il quadrato del numero 
ricavato più 1000, e dopo d’ aver 
moltiplicato questa somma pel numero 
ricercato, si levino dal prodotto onde 
7000. Cercasi quale sia il numero delle 
oncie ricavate. 

Se il numero ricercato si chiami 
= x , s avrà coll’ adempiere le condi¬ 
zioni del problema. 

x * - 4 - 8a: a + 875 X X = yar 4 4-18 IX * + 100X x 
— 7000 , e facendo le attuali molti¬ 
pliche , e riducendo f equazione a zero , 
sarà x 6 — yx i -H 8 — 181 **.4- 875** 

•— iooojc 7000 = 0, la quale es¬ 
sendo esaminata, si trova , che appar¬ 
tiene al secondo caso , e che si discom¬ 
pone per mezzo della teoria (§. 17, 18) 
vale a dire, eh essa è prodotta dalle 
tre equazioni semplici x — 7 = * , x* -+. g 
= * , x l — 115=0. La prima sommi¬ 
nistra un valore di x = 7 * la seconda 
ha le due radici immaginarie , e la terza 
dà x = 5 , essendo immaginarie le altre 
due radici. 


8 9 » Si è infisso nel terreno un palo 
a ”a profondità di pumi 1031 con cin¬ 
que colpi di martino, e si è osservato, 
che in ciaschedun colpo successivo il 
palo s’inoltrava di meno nel terreno, di 
ciò fosse seguito nel colpo antecedente, 
e che qual proporzione aveva la seconda 
immersione alla prima, tale era quella dell’ 
immersione terza alla seconda, quella della 
quarta alla terza , e così di seguito, e 
si è notato in oltre, che nell 1 ultimo 
colpo il palo si è immerso solamente 1 6 
punti. Cercasi ia legge, con cui sono 
seguite tutte esse immersioni in ciasche¬ 
dun colpo di martino. 

Se si esamina lo stato della que¬ 
stione, si vede tosto eh’ essa è una pro¬ 
gressione geometrica decrescente , di cui 
e , . ata somma , P ultimo termine , 
e \ P ume ro de 1 termini , e che col ro¬ 
vesciare essa progressione si ha il primo 
termine in vece dell 1 ultimo. 

Presa pertanto la formola delle 
progressioni geometriche pel caso pre- 
sente , (Elementi dell’Algebra §. 181 ), 

si c pd n — p 

ò = — 7ZTT ’ in CUI SOstlt uendo 

i numeri dati dal problema , si ha 


1 3 4 


i6d' — i 6 ... 

1031 = -, e quindi 

d — I 

1031 d — 1031= 1 6d’ — 16, e ridu¬ 
cendo 1' equazione uguale al zero, e 
liberando la massima potestà dell’inco¬ 
gnita dal coefficiente, si ha d' — 

10I 5 __ . 

+ --*\ 

Per fare sparire i rotti da quest’equa¬ 
zione , si scrivano gli asterischi nel sito 
de termini mancanti , e si ha 


d> ± # -t # ± # 


1031 d 
16 



Si rifletta, che il divisore 16 del quinto 
termine 1031 d 9 essendo la quarta po¬ 
testà di 2, si può moltiplicare l’equa¬ 
zione per 2 , e trasformarla in quest’al¬ 
tra , facendo 2 d = D. 


D i — 1031 D+ 2030 = Dall’osser¬ 
vare l* ordine de’ segni si vede, che 
1* equazione contiene delle immaginarie , 
e che la medesima appartiene al quarto 
caso. Converrà adunque tentare la divi¬ 
sione usando i primi divisori dell’omo¬ 
geneo. Dividendo per D — 2 , si trova 
il quoziente esatto 

Z? 4 2 Z) 3 -t- 4 Z) 1 8 Z? — 1015 = n, e 


sostituendo questo valore di D nell’ 
equazione id = D 9 si’avrà id=z 9 e 
quindi d = i. 

Poiché l’equazione di quarto grado 
contiene ancora una radice positiva, 
converrà tentare altre divisioni per ve¬ 
dere se sia razionale. Se si dividerà per 
& — 5 > si avrà il quoziente esatto 
■D 3 7 D 2 -4-39 D-hio 3 = 0. Sostituis¬ 

casi questo valore di D nell’equazione 

xd= D , e s’avrà id= 5, e d= 

Se nell* equazione di terzo grado 
si cercherà una delle radici negative, si 
troverà, ch’ella è sorda, posta fra i li¬ 
miti j , e 7 , e che le altre due radici 
sono immaginarie. 

Pertanto i cinque termini della pro¬ 
gressione sono 16, 40, 100, 150, 625, 
1 quali presi con ordine inverso espri¬ 
mono quanto il palo siasi inoltrato nel 
terreno in ciaschedun colpo. 

90. Dividere la data grandezza in un 
determinato numero di parti, che sieno 
ln continua proporzione geometrica, delle 
S u ali la somma de’quadrati uguali un’altra 
^ aia grandezza. 
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Sia la grandezza da dividersi = a 
La somma dei quadrati delle 
parti, in cui s’intende divisa . . . =- c * 
11 primo termine della progres¬ 
sione sia.. p 

11 denominatore.. . , — J 

Il numero de’termini.— n 

Suppongasi, che sia n = 4, s T avranno 
le due seguenti equazioni. 

i. a p -h pd -hpd‘ + pii — a 
* a P‘ +■ -4- p‘d 6 = c‘ 

Dalla prima si ricava 

,,a P = 7777T7F ’ e 9 uadran ' 

do, e correggendo l’espressione, si ha 

a 3 

p z = ------- 

-i-id^+d 6 . 

Dalla seconda equazione si ricava 

P °‘ pl = • Si confrontino 

questi due valori di p* 9 e s’avrà l’equa¬ 
zione finale. 

_ a* _ 

11 d 3 d 1 j\d 5 •+• 3 d 4 +•1 d 5 ■+■ d b 

“ JZFZFZd*’ Si lev!no le frazio,,i » 

e si riduca l’equazione uguale al zero, 




ordinando i termini secondo i gradi dell 1 
incognira , e s’ avrà 



Dall’ esame di questa equazione si 
deduce 


i.° Che P incognita è elevata al 
sesto grado nel caso, in cui si cercano 


quattro proporzionali, e conseguentemente 
il massimo esponente dell’ incognita si 
può esprimere per 2/2 — 2. 

i. Che l’equazione ha un termine 
di più dell’ esponente della massima po¬ 
testà deli’ incognita , e quindi il numero 
de’ termini dell’ equazione si può espri¬ 
mere per 2/2—1. 


3 *° Che tutti i termini di numero 
dispari, come sono il primo , il terzo , 
il quinto ec. hanno per coefficiente il 
quadrato a 1 col segno 

4 *° Che tutti i termini dell’ equa¬ 
zione hanno per coefficiente la quanti- 
ta c z col segno — , e questi termini 
s °no moltiplicati per la serie dei numeri 
furali, la quale nella massima potestà 
c ^cognita principia dall’ unità , e 


* 3 S 

va sino al termine di mezzo , dopo il 
quale decresce collo stesso ordine, finché 
nel giugnere all’omogeneo ritrovasi ridotta 
alf unità. 

Siccome queste quattro proprietà s’in¬ 
contrano precisamente , allorché si divide 
la quantità a in cinque, in sei, in sette, 
in otto ec. parti continuamente propor¬ 
zionali , così si conchiude , eh’ esse 
proprietà sono generalissime per tutti i 
casi, ne’ quali si cerca di dividere una 
grandezza in un numero di parti con¬ 
tinuamente proporzionali, delle quali la 
somma de’ quadrati uguagli un’ altra da¬ 
ta grandezza. E però servono esse pro¬ 
prietà a stabilire una formola per tutti 
i casi. 

91. Per applicare la data regola (§. 90) 
a qualche caso particolare, suppongasi, 
che la quantità = a = 31 si debba di¬ 
videre in cinque parti continuamente 
proporzionali, delle quali la somma dei 
quadrati sia = c 2 = 3 4 * , sarà in questo 
caso il massimo esponente dell incognita 
_ 2 = 8 , ed il numero de’ ter¬ 
mini dell’ equazione = in — 1 = 9; 
sostituiscansi i numeri della formola, scri¬ 
vendo 961 pel quadrato di 31, e s’avrà 
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5 — ? x 34 .5 

— 4* 34ii s -+- 961 ) ,. „ j, 

„ > » 4 - 4X34I 

-J X 341 * ** 

- 4 - 961 > /a 

-3x34. r - »X34.i-4- 9 6.^ = ^ 

; ? — 341 s 9 

e correggendo F espressione , sarà 

6 lod * — 68 zd 7 — 6 id s 1364^’ — 744</ + 

— 1 3 64^ — 6 id z — 681^.4, 620 = * , 
e dividendo tutta l’equazione per 31 , 

si ha 10 d % — 22 d ? — 1 d 6 — 44^ — 24^+ 

— 44 ^ — 1 d > — 12 d + io= s 

e liberando la massima potestà dell’ inco¬ 
gnita dal coefficiente, si ha 

2ldl -zd 6 -\\d 5 -z\d 4 - 44-/5 -id* -I2d+10 


e trasformando l* equazione col molti¬ 
plicare le radici per 20, facendo 20 d 
= Z?,si haZ> 8 -22Z} 7 -40Z) 5 - 17600^ 
-191000— 7040000/^3 - 6 400000 D z 
— 1408000000Z) " 4 “ 2 y 600000000 = **, 
equazione, che appartiene al quarto ca¬ 
so ( §. 76 ). Considerando il numero 3 t 9 
che si vuole dividere, e la somma dei 
quadrati 341 delle sue parti, si vede 
facilmente, che il valore del denomi¬ 
natore non può essere molto grande , e 
però si comincierà a tentare la divisione 
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per i moltiplicato per 20 , giacché le 
radici di qiiest’equazione sono state mol¬ 
tiplicate per 10, dividendo per D — 40, 
si trova di quoziente esatto 
D 7 -t- 1 SD 6 68oZ? 5 -+- 96 oo£> + 
192000 D l *+• 640000D 2 -+* 19200000 D 
•— 640000000 = * 9 e poiché D = zof/, 
4 ° , 

sara — = d = 2. 

20 

Ritrovato il denominatore = 2, so¬ 
stituiscasi questo nella forinola S = ——- 

d — 1 

per avere il valore del primo termine 
, 3 IP—P 

= p , e sara 31 = = 3 ip, e 

quindi p = 1 , onde le cinque parti sa¬ 
ranno 

Prima 1 
2* a . 2 
3- a • 4 

4. a . 8 

j. a . 1 6 


3 1 


Praticando la stessa norma 
vera qualunque altro problema d 
specie j non potendosi intorno a 
contrare altro divano, se non se 
colo più , o meno lungo. 


si risol- 
i questa 
ciò in- 
nel cal- 


F1NE DEL LIBRO PRIMO. 



lYbro secondo 

Delia Dottrina generale delle 
Linee Dune. 

X J 3. dottrina generale delle curve, 
di cui imprendiamo a trattare, trae la 
sua origine, ed i progressi suoi dalla 
teoria delle sezioni coniche , ed in fatti , 
qualora s’osserva la genesi d’ esse sezio¬ 
ni , ed il metodo , con cui se ne sono 
scoperte le diverse proprietà , s’arriva 
facilmente a conoscere le maniere gene¬ 
rali, colle quali si produce un numero 
infinito di curve diverse , e la norma da 
praticarsi per iscoprire la natura di cias¬ 
cheduna in particolare, costruirle, e ri¬ 
solvere con esse i problemi di qualsivo¬ 
glia grado. 

93. Gli amichi Geometri inventarono 
poche curve , ciascheduna delle quali ha 
conservato il nome del suo inventore , 
come sono la Cissoide di Diocle , la 
Concoide di Nicomede, la Quadratrice 
di Dinostrate, la Spirale d’Archimede ec. ; 
ma i moderni hanno stabiliti i metodi 
generali , per mezzo de’ quali s’ arriva a, 
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inventare un numero innumerabile di 
curve di specie , ed ordine diverso, 
e di scoprirne facilmente le proprietà 
principali. 


PRENOZIONI. 

94. Le curve regolari si distinguono 
in Geometriche , Meccaniche , ed Orga¬ 
niche. 

Si chiamano geometriche, o alge¬ 
briche quelle , che per esprimerne la 
natura, o equazione non è necessaria ve¬ 
runa rettificazione, o quadratura di altra 
curva, come sono le sezioni coniche, 
ed altre di simil sorta. 

Si dicono meccaniche , o trascen¬ 
dali quelle altre curve, la di cui na- 
IUra ’ 0 ^nazione dipende dalla rettifica¬ 
zione, o quadratura di qualche altra cur¬ 
va , cioè, che si suppone di poter asse¬ 
gnare una linea retta uguale a una curva 
proposta, o una superficie rettilinea uguale 
a una proposta curvilinea , o mistilinea. 

Finalmente si chiamano organiche 
c l Ue le linee, che non si possono altri- 
iscrivere, se non se col mezzo 
U1 P lu punti. 




Affine poi di individuare una curva 
qualsivoglia non è in alcun modo neces¬ 
sario apporvi un nome , ma basta asse¬ 
gnare la proprietà, o equazione, che ne 
esprime la natura. 

95. Fra Je linee, che servono a es¬ 
primere la natura di una curva , si chia¬ 
mano Costanti quelle , il di cui valore 
non si può mutare in quella tale cur¬ 
va , come sono gli assi, i diametri, i 
parametri, ed altre linee di simii sorta $ 
e si dicono Variabili quelle altre linee, 
che nella medesima curva ammettono di¬ 
versi valori, come sono le ordinate, e 
le ascisse. 

Nelle equazioni algebriche, che si 
addurranno per esprimere la natura di 
una qualche curva , s’intenderà sempre , 
che la lettera y esprime 1’ ordinata della 
curva , x la corrispondente ascissa, p 
il parametro, e che le prime lettere dell’ 
alfabeto a , £ 5 c > d additano assi, o 
diametri. 

96. Le curve si distinguono in ispe - 
eie , ordini , 0 gradi II massimo espo¬ 
nente di una delle variabili, 0 la som¬ 
ma massima d’essi esponenti, se le va¬ 
riabili sono moltiplicate fra loro, ad- 


^* ta il grado, o l’ordine della curva, 
così si dirà del secondo grado la curva, 
la cui equazione sia x 2 -t- ax = y l , 
del terzo grado le curve delle equa¬ 
zioni px 2 =y 3 , ay z — xy z = x 3 , del 
quinto grado la curva dell’ equazione 
x s = ax z y z —- del settimo grado la 
curva , di cui l’equazione sia x 3 y+ 
= ak z , ec. 

97 * Si dicono della medesima specie 
quelle curve, le di cui equazioni va- 
nano solamente nel grado, e così sono 
tutte della medesima specie le curve, 
le quali appartengono a queste equa¬ 
zioni px = y z 9 p 2 x = j 3 , p 3 x* = y s ec., 
e sono esse curve altrettante parabole $ 
cosi sono pure della medesima specie, 
e sono altrettanti cerchi le curve delle 
equazioni ax ~ x z =y 2 , ax 2 — x 3 = y% 

... —y ec., e cosi ancora sono 

e a medesima specie, e sono altret¬ 
tante iperbole fra gli assintoti le curve 
delle equazioni x 2 y = c *, xy 3 

= x‘y‘=c> ec. 

98. Si chiamano Simili le curve della 
Medesima specie, e dello stesso grado , 
? Cu » rette omologhe sono nella mede- 
Slma Proporiione, e diconsi dissimili le 

K 
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curve, qualora le linee omologhe non 
hanno fra loro la medesima proporzione, 
quantunque siano della medesima specie , 
e dello stesso grado, o perchè in esse 
è diverso il grado, o la specie, o final¬ 
mente perchè variano tutte queste cose. 
Da qui ne avviene, che le additate pa¬ 
rabole sono tutte fra loro dissimili, quan¬ 
tunque abbiano lo stesso parametro p , 
che le addotte Iperbole fra gli assintoti 
sono tutte fra loro dissimili, quantunque 
abbiano la stessa retta c per esprimere la 
potestà iperbolica, che gli addotti cerchi 
sono tutti fra loro dissimili, quantunque 
abbiano lo stesso diametro a, e quindi 
si scorge ancora, che nei cerchi di grado 
superiore al secondo più non sono fra 
loro uguali tutti i raggi del medesimo 
cerchio , e così si dica di altre curve. 
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Della. Genesi delle Curve di diversa specie , 
e di diverso grado . 

99 *Si e veduto nelle Sezioni coniche, 
che queste curve nascono nelle tre se¬ 
guenti maniere : 

• .. 1 \° segare un cono in diverse 

inclinazioni. 

2 * 0 p° n un movimento continuato. 
3 * er mezzo di molti punti se¬ 
gnati secondo una determinata legge, 
o proporzione costante. 

Ora queste tre maniere servono 
ancora per produrre, e descrivere un 
numero infinito di curve geometriche, 
gr a ™ eccan * c h e <£ differente specie, e 

! °o. Si concepirà facilmente, che si 
può ottenere un gran numero di curve 
ne a prima maniera, se si riflette alla 
genesi dei solidi di diversa specie. 

Se, dopo d’aver fissato in- alto 

* estr emità B della retta AB, si per- 
r° rra colf altra estremità A la circon- 

un cerchio di g rad <> supe- 
e a* secondo, o di un’Eiisse, o di 
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Fig. u 
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un’ altra curva A C D E di qualsivoglia 
grado, e specie, purché sia rientrante 
in se stessa, si otterrà un cono BACDE 
diverso dai già descritti, e tutti i coni 
in tal guisa formati saranno fra loro 
dissimili a misura , che la base curvilinea 
ACDE sarà di diversa specie, o di di¬ 
verso grado. 

Se poi in vece della retta A B si 
adopererà una curva qualsivoglia AKB, 
s otterranno altri solidi AKBDCE deno¬ 
minati Conoidi , i quali saranno fra loro 
diversi in tante guise, quante saranno 
le curve differenti adoperate pel lato ge¬ 
neratore AKB. 

i o i. In altra maniera ancora si pos¬ 
sono produrre molti solidi regolari. 

Fio. n. àe una curva ABD rientrante, o 

sempre aperta da una banda faccia un’ 
intera rivoluzione intorno al suo asse 
BC, lo spazio occupato in questa rivo¬ 
luzione somministrerà un solido, come 
ABDCEM. 

Fio. ni. Se la curva F G si rivolgerà in¬ 

torno una sua tangente GK , si produrrà 
un solido FGH diverso dal primo. 

Fio. iv. Un a ^ Iro so ^^° P are d^erso KPLR 
si produrrà, se la curva KP si rivolgerà 
intorno Passintoto AF. 
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Se in vece dell’asse, tangente, o 

«infoco si tirerà in una positura ar- 
bltrana una retta DAD, e che intorno 
^ questa si faccia girare una porzione Fio. r. 

di curva, si produrranno solidi di 
diversa figura A B C a misura, che la 
f etta D A D sarà diversamente situara, 
e Gle ,a cury a presenterà la sua con- 
reTta^ * ° ^ Goncav ^ ta verso questa 


iox. Allorché la curva, che s’ aggira, 
ha un nome il j 9 

servi la a ’ • do P rodotto con- 
serva la denominazione della curva ee- 

nerarrice, e cosi , se i solidi 

sono formati dalla parabola , si 

e nominano Conoidi parabolici , disfin- 

ffraH d °j n P0Ì fra essi co11 ’ additare il 
PROVA 3 v curva » Se * solid* OPQ.Fig. 

ine hi KPLR sono formati dall * v11 * eiy 

jer oa, si denominano Conoidi iperbo - 
ta , e per individuarli fra loro si addita 
poi i grado della curva, e si spiega , se 
soluzione sia succeduta intorno all* 

? SSe tras verso RO, oppure intorno al con- 
AR at ° ^ » ° dintorno alPassintoto 
> e così dt altri. 


La retta , intorno cui si rivolge la 
curva , si chiama Asse di rivoluzione , il 
quale è anche asse del solido prodotto 
a norma del ( § ioi )., in vece che , 
quando il solido è generato nella maniera 
descritta ( §. 100 ) , l’asse del conoide 
non può mai essere asse di rivoluzione 
fuorché il cono sia retto, e ohe la sua 
base sia il cerchio Euclideo. 

103. Si scorge adunque, che se, ope¬ 
rando nelle due descritte maniere (§.100, 
ioi), si adopereranno le curve di già 
cognite, si Otterranno molti solidi fra 
loro diversi, ciascheduno de* quali, se 
verrà segato in diverse inclinazioni, pro¬ 
durrà nuove curve, e se col mezzo di 
queste curve si formeranno altri solidi, 
e questi saranno segati da un piano in 
diverse inclinazioni, si otterranno altre 
nuove curve, colle quali si potranno poi 
formare altri solidi, e da essi ricavando 
ancora altre curve, si porrà così proce-' 
dere all’ infinito nel formare nuovi sol 
lidi , e nel ricavare nuove curve da 
questi. 

104. Importa però notare, che non 
da tutti 1 solidi dissimili, nè in tutte le 
sezioni fatte in inclinazioni differenti si 


I f I 

davano sempre curve dissimili , della 
qual cosa si ha già un riscontro nelle 
Sezioni coniche, ove si è veduto, che 
nel cono scaleno la sezione paralella alla 
base, e la sottocontraria producono am¬ 
bedue un cerchio, e che l’disse si ricava 
ugualmente dal segare un cono, e un 
cilindro, anziché di regola generale si 
dirà : 


i. Che la sezione paralella alla 
ase in tutti i conoidi formati a tenore 

e ( S« * oo) è sempre una curva simile 
a quella della base. 

2,9 Che in tutti i solidi formati se¬ 
condo il ( §. i o i ) la sezione perpendico¬ 
lare all’ asse di rivoluzione è sempre un 
cerchio Euclideo, e la sezione per l’asse 
somministra sempre la curva, che ha ge- 
nera *o il solido. 5 


10 5 * La seconda maniera, con cui si 
gviierano le curve, cioè con un movi¬ 
mento continuato ( §. 99 n . i), è fé- 
c onda non meno della prima, e si può 
eseguire in molte guise. 

Abbiasi una curva qualsivpgiia A B 
C 0 E. Sulla sua convessità , che si 
Suppone materiale , s applichi un filo no. vili 
teso attaccato nella estremità E , e si 
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scosti T altra estremità A del filo y fe- 
nendolo sempre ugualmente teso andando 
verso H $ questa estremità A descriverà 
col suo movimento la curva A F G H 
chiamata linea generata dallo sviluppo , 
e la curva ABCDE si chiama 
la sviluppata , o evoluta della curva 
AFG H. 

La lunghezza del filo applicato sulla 
curva , potendo essere uguale , mag¬ 
giore , o minore della sviluppata, ca¬ 
giona poi varietà nella linea dello svi- 
luppo ; onde si scorge come per mezzo 
della stessa curva si può produrre un 
numero grandissimo di linee dello svi¬ 
luppo tutte fra loro dissimili a misura, 
che si varierà la lunghezza del filo. 

loG Le parti BF, CG, DH ec. 
del filo scostate dalla svilupp ala s j c hi a- 
mino Raggi delt evoluta, Raggi de'cer¬ 
chi osculatori, O Raggi del ° combacia- 
mento. 

Potendosi ciascheduna curva consi¬ 
derare come una linea dello sviluppo, 
basterà, per avere la corrispondente sua 
evoluta , trovare il valore del raggio 
osculatore a ciascun punto di curva , 

( lo che s* insegnerà nel Calcolo difFe* 
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fenziale), la qual cosa ci somministra 
Un’altra maniera per descrivere un gran¬ 
dissimo numero di curve affatto dissimili, 

107. Se un cerchio KC1B, girando 
attorno il suo centro A, scorre nel 
tempo istesso tutta la circonferenza di 
un altro cerchio immobile BDNE, e'm. k 
nel cerchio mobile K CIB si segni a 
piacimento un punto B , il movimento 
di questo punto descriverà una curva 
denominata Epicicloide, la quale verrà 
rappresentata dalla linea FG8H, se i 
diametri BC, BN saranno uguali; e 
sarà l’epicicloide espressa dalia linea 
BMNOB, se BC sarà la metà di BN , no. 
dalla linea BPQRSTB, se il diametro XI,e x “* 
BC sarà un terzo di BN , e dalla linea 
BZVXZY, se BC sarà maggiore di BN, 

verbigrazia di * ' ec. 

n 5 4 . 

ua questa costruzione si scorge, 

che si può descrivere un numero infinito 
di epicicloidi tutti fra loro dissimili a 
nnsura, che il diametro del cerchio mo¬ 
bile avrà una ragione diversa col dia¬ 
metro del cerchio immobile, o che in 
vece del cerchio Euclideo si adopere¬ 
ranno altre curve , rientrante ciascuna in 
se medesima. 


I 
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Le maniere date m quésto, e nel 
paragrafo 105 per descrivere una curva 
Con un movimento continuato sono ge¬ 
nerali , e facili i ma se ne danno molte 
altre particolari, che per brevità si tra¬ 
lasciano. Nelle sezioni coniche se ne 
sono già date due, una per descrivere 
la parabola, e l’altra per descrivere 
V elnse. Nel seguito avremo occasione 
di addurne alcune altre. 

108. Passando finalmente alla terza 
fnaniera , con cui si descrivono le curve, 
cioè col mezzo di più punti (§. 99#n , 3.); 
basta riflettere come per mezzo di molti 
punti siano state descrittele sezioni co¬ 
niche , e si scorge tosto , che il nume¬ 
ro delle curve da descriversi in questa 
guisa uguaglia quello delle proporzioni 
. diverse, che immaginare si possono. Per 
addurne alcuni esempi, suppongasi, che 
Figura j a retta terminata AB sia un asse, e 
MU * che sopra quesp siano alzate rettangole 

le ordinate C D , e si faccia sempre C D 

er= la linea ADD , che passerà 

C B 

per turti i punti D , sarà una curva 
geometrica. ab—- jì 


Se si tira ad arbitrio la retta AB 
segante in A una curva qualsivoglia AEG , 1 x lv . 
e tirate diverse paralelle BC indefinite, 
si fa sempre BJ terza proporzionale 
all’ ordinata BC , ed al corrispondente 
arco AEC , la linea ADD , che passerà 
per tutti i punti D, sarà una curva mec¬ 
canica. 

Se , dopo d’ aver situate a piaci- FIGURA 
mento due curve qualsivoglia EMF , xv. 
GNH, e tirata una retta GL segante esse 
due curve , si tirano perpendicolari, od 
obblique alla GL le paralelle LM,, e si 
fa LO proporzionale di mezzo alle or¬ 
dinate coincidenti LVf , LN delle due 
curve, o in qualsivoglia altra propor¬ 
zione , la linea , che passerà per tutti 
i punti O , sarà una curva geometrica , 
o meccanica, secondo che le due EMF, 

GNH saranno geometriche, o che una , 
o ambedue saranno meccaniche , e così 
si dirà di altre proporzioni, e combina¬ 
zioni. 

109. L’equazione, che esprime la na¬ 
tura di una curva particolare , ci som- 
ministra mezzo facile di immaginare pro¬ 
porzioni diverse, dalle quali altre curve 
dissimili si conseguiscono-j bastando per- 
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ciò elevare successivamente la data equa¬ 
zione della curva a grado superiore, os¬ 
servando in questo l’omogeneità nei ter¬ 
mini , cioè procurando, che in ciascun 
termine la somma degli esponenti sia 
sempre la stessa. 

Abbiasi per esempio T equazione 
px = y 2 della parabola apolloniana, ele¬ 
vando successivamente quest’equazione a 
grado superiore, s’avrà p 2 x ssz y i pi* 

— y\ p'x = js px * = y, p’-x*** y7 , 
pS x ì y8 eCi 9 , n somma , se m espri¬ 

ma l’esponente di p, n 1’ esponente di 
x , sarà p m x n = y m+n P equazione , che 
esprime tutte le parabole di qualsivoglia 
gradò all’ infinito. Operando p 0 i nella 

stessa maniera, si troveranno le seguenti 
equazioni. 

Per tutti i cerchi all’infinito x m X~x == v 

Jn 

Per tutte le elissi all’infinito P -\x m y i ~* = y m *n 

^ a y 

Per le iperbole all’infinito 

rapportare ai diametri a ^ 

Per le iperbole all’ infinito ^ x - _ c „, + 7l 
fra gli assintoti ... J 

e così di altre curve, delle quali sia co¬ 
gnita l’equazione particolare. 


Si suol chiamare prima parabola quel¬ 
la di qualsivoglia grado , in cui 1* ascis¬ 
sa è lineare , e così si chiama prima pa¬ 
rabola cubica quella delT equazione p*x 
= y* , prima parabola del quinto gra¬ 
do quella dell’ equazione p+ x = y s , e 
prima parabola del grado m i quella 
dell’equazione p m x = y’ n + l ec. 

iio. Si dee qui notare, che in cia¬ 
scun grado superiore al secondo si trova 
più di una curva dissimile. Per esempio 
due sono le parabole del terzo grado, 
cioè px*s=y* } p l x = y* , le quali sono 
fra loro dissimili. Nel quarro grado poi , 
quantunque s’abbiano tre equazioni, cioè 
p*x = y4 , p*x* = y 4 , px* ~y + , e che 
le tre parabole , a cui esse equazioni ap¬ 
partengono , siano fra loro dissimili, nulla 
di meno la curva della seconda equazione 
p 2 x 2 = y* è simile alla parabola del se¬ 
condo grado, come si scorge facilmente 
estraendo la radice quadrata, da cui s’ot¬ 
tiene px = y z . 

Nel quinto grado si hanno quattro 
Parabole px 4 = y s > f x * = y s » p 2 x* 
^ y s , p+ x — y s , le quali sono tutte 
^ la esse dissimili. 
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Nel sesto grado cinque sono le pa¬ 
rabole fra esse dissimili, cioè p s x =?= y 6 , 
p 4 * 2 = y% =3% p 2 x 4 = y% p%*==y% 
ina la seconda, e la quarta sono simili 
alle due del terzo grado, poiché, estraen¬ 
do la radice quadrata da queste equa¬ 
zioni , si ha p z x =y 3 , px 2 =jy 3 , e la 
parabola dell’ equazione p l x 3 è si¬ 

mile alla parabola del secondo grado, 
poiché, estratta la radice cubica, si ha 

px = y 2 • 

Parlando poi dei cerchi, si osserva, 
che i due cerchi cubici dell’ equazione 

__ _ 2 

Xa -x = y 3 , X X a-x = ^3 sono 

bensì dissimili dall’ euclideo, ma fra loro 
non passa altra differenza , se non se 
nella positura. Dei tre cerchi del quar¬ 
to grado X7TI = y\ x l X7Zx = y\ 

x Xa —x = y* » il secondo è simile all' 

euclideo , poiché estratta la radice qua¬ 
drata , si ha x Xa- x = y z ; ma gli al¬ 
tri due sono dissimili dai cerchi di di¬ 
verso grado , e fra loro altra differenza 
non corre , se non nella positura. 


Nell’istessa guisa si ragionerà intorno 
ad altre curve. 

mi. La soluzione di varj problemi 
indeterminati somministra una quarta ma¬ 
niera di produrre altre curve, ciascuna 
delle quali si può inalzare a varj gra¬ 
di, come s’ è fatto per le sezioni co¬ 
niche- 

in. Ciascheduna delle curve, di cui 
fin* ora abbiamo descritto V origine , e 
la formazione, si chiama Curva a semplice 
curvatura , perchè tutta giace nel mede¬ 
simo pianoj ma altre curve si danno, 
le quali, avendo i loro punti in piani 
diversi, si chiamano Curve a doppia cur¬ 
vatura , a tripla curvatura ec. 

Le equazioni, che esprimono la 
natura di queste curve debbono conte¬ 
nere trequattro ec. variabili, in vece 
C ìe le equazioni, le quali esprimono la 
curva a semplice curvatura , ne conten¬ 
gono solamente due. 

t ; P er additare come si possa descri¬ 

ve un numero infinito di curve a dop¬ 
pia curvatura, si prenda un solido cur- 
v ilineo qualsivoglia prodotto in una delle 
paniere additate ( §§. ioo, ioi ) y e 
tatto centro in un punto della sua su- 
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perfide, purché sia fuori dell’asse d’ar¬ 
rotamento , si descriva sulla superfìcie 
concava, o convessa, ch’ella sia, una li¬ 
nea rientrante nella medesima maniera, 
che col compasso ordinario si descrive 
il cerchio euclideo, la linea in tale guisa 
descritta sarà una curva a doppia cur¬ 
vatura. 

Se poi in vece del compasso ordi¬ 
nario si farà uso della maniera data per 
descrivere l’elisse sul piano, si otterrà 
sulla superfìcie del medesimo solido un’ 
altra curva di specie diversa , e una di¬ 
versità fra le curve si otterrà pure , pra¬ 
ticando altri movimenti regolari diffe¬ 
renti dai fin qui divisati. 

I turbini di polveruzza, e di altre 
cose leggiere, che talvolta il vento sol¬ 
leva visibilmente da terra , ci danno 
anche un’idea delle curve, che giacciono 
in piu pia™* 

ii 3. Se poi si vorranno descrivere 
curve a doppia curvatura col mezzo di 
più pumi, basterà distendere sopra un 
piano una curva qualsivoglia A C C a 
semplice curvatura, di cui AB, B C 
siedo le coordinate, e da ciascun punto 
F xvi? A C alzate le CD perpendicolari sul piano 
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ABC, si farà in modo, che ciaschedu¬ 
na C D abbia alla corrispondente B C , 
oppure all’A B , o all’arco AC una ra¬ 
gione costante qualsivoglia , la quale 'sia 
espressa da un’ equazione superiore al 
primo grado $ con questo mezzo si avrà 
la curva ADD a doppia curvatura, e 
potrà essere variata in altrettante guise, 
quante sono le ragioni diverse, che si 
possono immaginare fra le DC , e BC, 
o AB, quantunque si ritenga la medesi¬ 
ma curva AC a semplice curvatura. 

Noi tratteremo in avvenire sola¬ 
mente delle curve a semplice curvatura, 
poiché di quelle a doppia curvatura, 
generalmente parlando, non ne abbia¬ 
mo bisogno per risolvere i problemi , 
che alia professione nostra si apparten¬ 
gono. rr 

11 4 * Oltre le date maniere, colle 
quali si formano le curve, altre ma¬ 
niere si danno ancora, le quali produ¬ 
cono curve di diversa specie, e di di¬ 
verso ordine , come sono le curve cate¬ 
narie , le elastiche , le velarie , le trattorie , * 
vorticose , ec. 

Si rinvengono le curve catenarie 
co ’ laccare una catena , o una corda 
L 


nelle sue estremità in modo , che queste 
non siano in una direzione a piombo, 
lasciando pendere liberamente in aria la 
corda * la figura, che questa acquista 
naturalmente , somministra la curva. 

Si ottengono le curve elastiche, 
verbigrazia, col tirare trasversalmente 
una corda da cembalo tesa, e indi ri¬ 
lasciarla , poiché nelle molte vibrazioni,, 
che ella fa, descrive un gran numero di 
curve. 

Le velarie ci sono somministrate 
dalle diverse figure , che dà il vento alle 
vele quadrilatere, e triangolari delle navi, 
o a quelle dei molini a vento. 

Si conseguiscono le trattorie collo 
slanciare corpi di diversa densità in di¬ 
rezioni obblique alla linea a piombo. Di 
questa specie sono le curve descritte dai 
proietti delle artiglierie. 

Finalmente si osservano le curve 
vorticose in molte acque correnti. Noi 
tralascieremo di maggiormente internarsi 
in quelle altre maniere , con cui si pro¬ 
ducono le curve, per non allontanarsi 
troppo dal nostro oggetto \ riserbandoci 
però , allorché tratteremo delle sperienze 
Fisico-meccaniche convenienti alla prò- 


Cessione d’Artiglierò , o d’ Ingegnere, 
di eccirare ancora quelle riflessioni, che 
saranno necessarie. 

CAPO IL 

Della natura delle Curve Geometriche , 
e delle Trascendentali. 

11 5*-La teoria delle curve consiste 
nell; individuarne le proprietà. Nella gui¬ 
sa isressa , con cui nella Geometria Eu¬ 
clidea, e nelle sezioni coniche, dopo 
d avere scoperta una proprietà, che es¬ 
prime la natura di una figura , si passa 
a ^dedurre l e altre proprietà spettanti 
all istessa figura, così ancora si proce- 
e nella teoria delle curve. Per la qual 
cosa, se verrà proposto di scoprire le 
proprietà di una qualche curva, sarà 
necessario, che si cominci a cercare 
una di quelle proprietà, che ne espri- 
roe la natura, e saremo certi di avere 
scoperto questa tale proprietà, pgnivolrq- 
che per mezzo di essa potremo descrj- 
Vere la curva, od un’altra simile alla 
P ro Posta. 
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In questo capo si ha in mira di 
mostrare solamente come s’arrivi a tro¬ 
vare una proprietà , che addita la na¬ 
tura di una proposta curva. Nel calcolo 
differenziale, e nell’integrale si darà 
il metodo per trovarne le altre proprietà 
principali , come sono le tangenti , 
le sottotangenti, le normali, le sotto¬ 
normali, e come si giunga a rettificare 
una curva , a quadrare le superficie ec. 
Il che tutto si farà con grande facilità, 
e prestezza per mezzo del detto calco¬ 
lo , in vece che penosissima , e lunga 
al sommo riuscirebbe una tale indagine , 
se procedere si volesse coi metodi an¬ 
tichi. 

11 6. La maggior parte delle curve 
può avere assi, e diametri, ed alcune 
anche un assintoto. Altre curve poi, 
che Spirali si chiamano, sono senz’ asse , 
e senza diametro , e si aggirano attorno 
ad un centro , da cui s’ allontanano, 
o si avvicinano di continuo. Altre poi , 
come sono gli Epicicloidi , possono ave¬ 
re un asse , e si aggirano intorno ad un 
centro, da cui ora s’allontanano, ed ora 
s’avvicinano. 
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Ir» tutte le curve si possono asse¬ 
gnare ascisse , e ordinate. Le prime pos¬ 
sono essere rette, o curve, ma le se¬ 
conde , finché si può, debbono per mag¬ 
giore semplicità essere rene. In oltre le 
ordinate possono essere fra loro paralelIe, F 
o essere, come le PG, nella curva GG xvn. 
tutte dirette a un medesimo punto P , 
che Centro , Ombellico o Polo della curva 
si chiama. 

117. Una curva può essere sempre 
concava , o sempre concessa da una . 

anda, o essere in parte concava, ed 
in parte convessa, come la B C D. In 
questo caso il punto C, ove* cessa la 
concavità , e principia la convessità , si 
chiama Punto d y inflessione . Se poi la 
curva concava , o convessa, che ella 
s,a » sempre cammina per un certo trat- 
!° , a ^ verso H, e giunta in H torna 
in dietro verso F, il punto H, ove la Figura 
curva cessa d’ avanzarsi verso G, ed in Xvi11, 
Cui principia a retrocedere, si chiama 
Punto del ritorno. 

Per conoscere da qual banda una 
Curva volge la sua concavita , o con¬ 
p. > si tiri a piacimento una retta 

e «rate le parcelle AD, BE, CF, Fl £™ A 
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che seghino la retta DF, e ia curva 
ABC, si tiri un’altra retta AC, la 
quale segherà la B E in un punto G , 
se questo punto G cadrà tra B , ed E , 
la porzione di curva ABC sarà concava 
verso E , ma sarà convessa , se il punto 
G cadrà al disopra di B, come sarebbe 
in H. 

ii 8. A due casi si può ridurre il pro¬ 
blema di trovare in una curva proposta 
una qualche proprietà , che ne esprima 
la natura. Il primo caso è, quando è 
già nota la natura della curva , o pure 
si sa, come essa sia stata formata. Ha 
luogo il secondo caso , quando ci viene 
presentata la curva senz’ altra notizia, 
o pure di essa sono date solamente 
alcune sue linee in lunghezza, e posi¬ 
zione , come occorre nella maggior parte 
delle sperienze Fisico - meccaniche degli 
Artiglieri 9 nelle osservazioni astrono¬ 
miche , ec. 

ii 9. Cominciando dalla soluzione dei 
problemi appartenenti al primo caso 
Figura ( §• “8 )» suppongasi, che la curva 
xx. proposta K. A N sia prodotta dal sega¬ 
mento di un solido DKENL , la di cui 
specie , e natura ci sia nota, e per 
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esempio, che questo solido sia il cono 
p L E formato dalla retta D L che fissa 
in L ha scorso colf altra estremità D la 
periferia dell’ elisse appoloniano D K E N , 
il cui asse maggiore è la retta DE, e 
che questo cono sia stato segato paralel- 
lamente al lato DL dal piano KAN. 

Per trovare la natura della curva 
KAN convien supporre, che il cono 
sia anche segato da un piano , che passi 
P er ^ l’asse d’esso cono, e per quello 
dell’ elisse , onde si abbia il triangolo 
per l’asse OLE , che taglia ad angoli 
retti nella AH il piano KAN, e biso¬ 
gna supporre in oltre, che il cono sia 
segato da un altro piano B G C O pa¬ 
rafilo alla base, il quale interseca il 
piano KAN nella O G, sarà esso piano 
fi OGC un elisse simile, e similmente 
posto all’altro DNEK ( §. 104 n.° 1 ).' 
Si chiami M Tasse minore dell’ elisse 
DNEK, ed m f asse minore dell’ elisse 
BOGC , di cui BC è f asse maggiore, 

sara nell’elisse BOGC, BFxFC: FG 


i BFxFCxm 1 —* 

/ 72 *• onde-=FG. Per 


BC 
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la medesima ragione nell’ elisse DENK 
avremo DH X HE : HK = DE : M, e 

quindi-HK , dal che si 

DE 

ricava 

BF xF Cxm z : FG = DHxHExM* : HK*, 

BC* DE 

e permutando 

BFxFCx/n*: DHxHExM = FG : HK, ma 

BC* DE 

per costruzione abbiamo BF = DH 'per 
cagione del paralellismo delle rette DL , 
HA y e perchè i due elissi sono simili 
m* M 2 

si ha ancne — -|=p, adunque so¬ 

stituendo questi valori uguali nell’analogia, 


ffji 

sarà BFxFCx =7: BFxHEx== 
BC BC* 

_ 2 _* 

= FG:HK, e scancellando le quan- 


m 

tità uguali B F x ^ > sarà F C : H E 
BC 
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= F G : H K, ma per causa dei trian- 
* goli simili AFC , AHE, si ha FC : HE 

= AF : AH, adunque AF : AH = FG 

_2 

: HK., proprietà, che addita la natura 
della curva NAK , che facilmente si po¬ 
trà esprimere con un’ equazione alge¬ 
bra ica. 

Una breve riflessione fatta intorno 
la scoperta proprietà basta per conosce¬ 
re , che questa curva è la parabola ap- 
poloniana, già altrove ricavata dal sega¬ 
mento del cono , che ha per base il cer¬ 
chio euclideo. 

no. Dal metodo tenuto nell’antece¬ 
dente paragrafo, ed è questo lo stesso, 
che si è praticato nelle Sezioni coniche , 
si ricava la seguente regola generale. 

Per trovare la natura di una curva 
prodotta dal segamento di un solido, 
conviene prima d’ogni cosa conoscere 
la natura di questo solido, indi si cer¬ 
cherà d’ intersecare il piano segante, 
che produce la curva, intersecarlo, dissi, 
con altri piani di figura già nota , ed in 
una posizione pure cognita, come sono 


Figura 

xxi 
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quelli, che passano per 1* asse del soli¬ 
do, e quegli altri, che sono paralelli 
alla base, o che intersecano T asse di 
esso solido ad angoli retti ( §. 104) 9 
affinchè dalla cognizione delle linee , che 
si producono nelle intersecazioni di que¬ 
sti piani colla curva, si venga a sco¬ 
prirne una qualche proprietà, o rela¬ 
zione. 

111. Discorrendo delle curve prodotte 
da un moto continuo , suppongasi, che 
un segno A , scorrendo sopra un piano , 
descriva una curva ABC tale, che da 
un suo punto qualsivoglia B tirata alla 
KL la perpendicolare BK , questa abbia 
una ragione costante colle KE , K D 
ordinate coincidenti delle due curve geo¬ 
metriche cognire EG , DF, le quali sono 
ambedue date di posizione. Si cerca quale 
sia la natura della curva ABC. 

Questo problema, essendo espresso 
in una maniera generale , ammette non 
solo varietà nella natura delle curve co¬ 
gnite , ma ancora diverse combinazioni 
nella positura delle medesime; perlochè, 
affine di cominciare dalle cose più sem¬ 
plici , risolveremo nel seguente paragrafo 
il problema in alcuni casi particolari, e 
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da quanto si dirà sarà facile il formarsi 
una regola generale per queste scoperte. 

in. Suppongasi in primo luogo, che 
le due curve cognite siano il cerchio 
euclideo LEGM, e la parabola appo- 
loniana L D F, il di cui parametro sia FI0URA 
uguale al diametro L M del cerchio , e xxu - 
sia LM anche asse della parabola, che. 
ha il vertice in L, e suppongasi , che 
F ordinata B K della curva ABC de¬ 
scritta dal movimento dei divisato se¬ 
gno sia sempre terza proporzionale dopo 
KE, KD , cioè KE : KD : KB , 
sarà per la natura del cerchio K E 

— v^LKyKM , e P er natura della pa¬ 
rabola sarà KD = v'lkxkm > e però , 
sostituendo questi valori nell’ analogia 
suddetta, avremo -II- v'LK x Kivi : ^LK X l vi 
: KB , e per conseguenza KB »/ lKx km 

— LK X LM, e quadrando da ambe le 

parti, sarà. LK X LM = KB x LK 

a 

- 2 I K. X LiVI 

X KM , e KB = ^- , equazione 

che addita la natura della curva ABC. 

Per esprimere in valori analitici quest’equa- 
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zione, si chiami LM 5= <z, KB = y, LK= x f 
sarà KM == a — x , sostituiscansi questi 
valori nell’ equazione suddetta, e s’ avrà 

y z = —— per la natura della curva LABC. 

a—x 1 

la quale è concava verso LM da L in 
B, ove l’ordinata KB passa pel centrò 
K del cerchio , e riesce poi convessa 
verso LM nella rimanente porzione da 
B verso C. 

Se si supporrà, che il vertice H 
della parabola HDF sia distante dal pun¬ 
to L, che è F estremità del diametro 
LM del cerchio, e sia come prima il 
parametro della parabola = LM = a , 
e si chiami HL = c , l’ascissa LK = 
l’ordinata KB = y , sarà HK = c 
e KM = a — x -, e però nel cerchio 
LEGM avremo KE = 9 e nella 

parabola HDF s’ avrà KD = / ac + 
e quindi sarà fi- KE : KD : KB = \/ a x-x> 

_ , ac 

1 v ac + ax : y, onde y = -- -— - , equa- 

V f ax — x* 

a'c* +ia*cx+a'x’ 

drando, sara y a =- ax ~ x r — > equa- 

zione, che esprime la natura della curva 

ABC. 


Se della data curva E G P equazio¬ 
ne fosse a 3 = * 2 XEK , e dell’ altra DF 
l’equazione fosse nSa 3 = * 4 xKD , chia- Figura 
mando LK = x , KB = y , e P ordinata XXiV * 
K B della proposta curva ABC fosse 
proporzionale di mezzo fra le due KE, 

KD, sarà ~ KE: KB :KD, o sia 

a ù rn'a 3 m*a 6 

e peròy= —, e 

y z x 5 = m l a 6 , ed estratta la radice qua¬ 
drata , sarà yx 3 = ma 3 equazione della 
curva proposta ABC, e così dicasi di 
altre combinazioni. 

12 3* Dal punto A della retta AH, 
che Colla H1 forma angolo, parte un 
segno, il quale , scorrendo sopra un F ^ RA 
piano, descrive la curva AEC tale, che 
da qualsivoglia suo punto E, essendo 
tirata la fetta E F paralella alla HI, si 
ha sempre una data ragione costante 
colla corrispondente ordinata FP , o con 
un’ altra variabile della curva cognita 
A P H. Trovare la natura della curva 
E A C. 

Questo problema espresso in una 
maniera generale ammette molte com¬ 
binazioni. Per risolverlo in qualche ca¬ 
so particolare suppongasi , che P angolo 
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AHI sia retto, che la curva APH sia 
il cerchio euclideo del diametro AH, 
e che F E sia sempre quarta proporzio¬ 
nale dopo le tre rette H F, A F , P F , 
s’ avrà H F : A F = P F : F E, ma F P 
v'hfTfa per la natura del cerchio, adun¬ 
que sarà HF : AF = v'hf X FA : FE , ed 

FE = AF>/ j ^ XA - » e quadrando, sarà 

•pp 2 AF* X HF AF 

rE = — - — =-- , equazione , 

HF 2 HF 


che esprime la natura della curva A E C 
denominata la Cissoide di Diocle. 

Per esprimere analiticamente quest’ 
equazione, sia EF == y, AH = a, AF 
== * , sarà FH =a — x 9 e sostituendo 

questi valori, avremo y 1 = _. Nell* 

istessa guisa si opererà , se la curva 
APH sarà diversa dal cerchio Euclideo , 
o che la FE dovrà avere una propor* 
ziooe diversa dell’anzidetta. Dal che si 
scorge , che. le* specie delle Cissoidi so¬ 
no di numero infinito, non meno che 
il grado di ciascheduna specie. 


La curva APH, qualunque ella sia, 
si chiama la Generatrice della Cissoide. 

124. Se due rette CP , LB si segano 
ad angoli retti in A, ed applicato nei 
punto A il centro del cerchio CDPE, 
si faccia scorrere il cerchio col suo cen¬ 
tro lungo la linea EB, e nel tempo 
istesso un’altra retta indefinita PQ fissa 
in P, arruotandosi intorno il punto P, 
passi sempre pel centro del cerchio, di¬ 
modoché in qualsivoglia punto F della 
retta E B si trovi esso centro, la P Q 
sia sempre nella positura P F, succe¬ 
derà , che questa retta segherà il cerchio 
nei punti G, H, la positura de’quali 
varierà di continuo, e la progressiva 
mutazione di queste due intersecazioni 
servirà a descrivere due curve C H M, 
P G N , la prima delle quali si chiama 
Concoide superiore , e l’altra Concoide in¬ 
feriore , delle quali P è il polo, ed A B 
l’assintoto. L’invenzione di questa curva 
si attribuisce a Nicomede, il quale se 
n e serviva per trovare geometricamente 
due proporzionali di mezzo a due rette 
date. 

Siccome A P può essere uguale, 
maggiore , o minore del raggio A C 
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del cerchio , così, se sarà A P = A C, 
le concoidi superiore , e l’inferiore si 
diranno Concoidi ordinane. Se AP>AC, 
le concoidi si chiameranno Dilatate , e 
si diranno Ristrette , o Abbreviate le con¬ 
coidi , se AP <C A C. 

Per avere l’equazione di una delle 
concoidi , e per esempio della superiore 
CHM, dal punto H si tiri HK para- 
lella alla AB, ed H B perpendicolare 
alla stessa AB, e si chiami AC = FH 
BH = AK=j, AP = c, AB =KH 
= x, sarà PK = c~t-y. I triangoli si¬ 
mili FBH , PAF somministrano BH : HF 

=? AP : PF , cioè y : a = c: ~L, e quindi 
sarà PH = HF + PF = a-+-!Ì==^ff. 

y y 

a 

Nel triangolo rettangolo PHK si ha P H 
_ 2 _ 2 

= PK~hKH, ossia in valori analitici 

a'y*+ia*cy+a*c* 

---- —c -f-i yr-+-y-*-x 2 , 

e facendo sparire il rotto, e ordinando 
1 * equazione per y , sarà 
y 4 -j» icy ì c 2 y 2 — ia 2 cy = aV 
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equazione per la concoide superiore in 
generale, e si supporrà a = c , sarà 
y 4 4- iay 3 “+" x 2 y a — ia 3 y = a 4 , equa¬ 
zione per la concoide ordinaria. 

Facendo poi un ragionamento simi¬ 
le ali’ antecedente, si troverà per la con¬ 
coide inferiore in generale 1* equazione 
y — ìcy 3 H- c z y z *+• ia % cy = a*c* 

4- * 2 y 2 

— a 2 ^ 2 

e per la concoide ordinaria inferiore 
y* — 2 -I- -+■ xaly = a\ 

125. Fin adesso abbiamo adoperato 
il metodo sintetico per iscoprire la natura 
di una curva, bisogna ora vedere come 
si possa adoperare il metodo analitico in 
quest’ indagine. 

Della linea geometrica B M N è 
dato di posizione il suo asse BT, l’equa- FIftunà 
zione della linea, ed il punto P fuori xxvu. 
di essa. Inoltre si suppone che , mo¬ 
vendosi la retta PM intorno al polo P , 
fa scorrere sull’ asse BT il piano BMF 
paralellamente a se medesimo, onde se¬ 
ga l’asse BT in diversi punti F, e la 
linea BMN in diversi punti M , da ciò 
«e avviene, che nella successività dei 
punti M si descrive una curva CMD. 

M 


1 
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Cercasi la natura di questa curva, sup* 
posto, che la parte BF dell’asse sia una 
costante. 

Suppongasi, che il piano BMF sia 
giunto in bmf , sarà F j z==: B b , poiché 
per condizione del problema FB = fb 9 
cioè è una costante, si chiami FB = a, 
PT = c , e tirata dal punto M la MQ 
perpendicolare all’asse BT, ed MO pa¬ 
rafila allo stesso asse, sia QM = ÒT 
= y , MO=TQ = #, QB=t,saràPO 
= c ■+■ y, FQ = a — t . Dai triangoli 
simili POM , FQM si ha PO ; OM 
c= QM : FQ, o sia c y : x = y : a — /, 
perciò sarà xy = ac — et -+• ay — ty , 
equazione generale. Ora, se in quest 7 
equazione si sostituirà il valore di t ri¬ 
cavato dalla data equazione della linea 
geometrica BMN , s avrà l’ equazione 
ricercata per esprimere la natura della 
curva CMD. 

Per esemplificare , suppongasi in 
primo luogo , che la linea geometrica 
BMN sia una linea retta, la di cui equa- 
, my 

zione sia nt = my , sara * — , e sosti¬ 

tuendo questo valore nell’equazione ca* 
nonica, s’avrà 




X J = ac 
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cm r "*y* 

-— *+* ay -— per l’equa- 

ZIOne , che esprime la natura della curva 

CMD. 

Suppongasi in secondo luogo, che 
la linea geometrica BMN sia il cerchio 
euclideo, di cui FB sia il raggio, e KB 

il diametro, sarà BQ x QK = QM la 

sua equazione, o sia iar - /* ==y l , e 
trovato in quest a il valore di t , sarà t 
== tz -+■ y/ a , . sostituiscasi questo va¬ 
lore di t nelP equazione canonica, s’avrà 
x y “ a c ac — c V a > > a y — ay 

~ y\/g- -y y o sia xy = —~v a > . y ,~, e 
quadrando, sarà x 2 f = 
e sviluppando i prodotti, e ordinando 
1 equazione per y, sarà 
y 4 ZC J 3 -+- c 3 y* — ia z cy = a*c* 

-+-*y 

■— a 2 y z 

equazione , che esprime la natura della 
curva CMD, la quale, come già veduto 
abbiamo (§. 1 ? appartiene alla concoi¬ 
de superiore in generale. 

Suppongasi in terzo luogo, che la 
curva BMN sia una parabola appolonia- 
na l’equazione mt = y* , cioè il pa- 
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rametro = m , e l’ascissa BQ = t , sarà 

y* 

t =—-, e sostituendo questo valore di t 

m 

nell* equazione canonica , s’ avrà 

cy* y 3 

xy = ac —-H ay -, e ordinando 

u m m 

per y, sarà y ì cy 2 — amy = -acm 

mxy 

equazione, che esprime ia natura della 

curva CMD. 

Da tutto ciò si ricava, che per 
iscoprire col metodo analitico la natura 
di una curva prodotta da un movimento 
cognito , basta cercare un’ equazione ca¬ 
nonica , e sostituendo in questa il valore 
di una delle variabili appartenenti alla 
linea generatrice , s otterrà 1’ equazione , 
che esprime la natura della curva gene¬ 

rata. 

116. Le curve, di cui fin* ora abbia¬ 
mo trovata 1 equazione , sono geome¬ 
triche 9 ognivoltàche le loro generatrici 
sono anche tali. Passiamo ora a cercare 
la natura delle curve meccaniche, o tra¬ 
scendentali ( §. 94 ). 

Se un punto A del cerchio eucli¬ 
deo ACD tocca in B la retta BL, e 
arruolandosi questo cerchio intorno al 
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suo centro T s’ avanza nel tempo istesso 
verso L, esso descriverà col punto A 
una curva meccanica B R Q L denominata 
Cicloide , ed in ispecie si dirà Cicloide or¬ 
dinaria, se il punto A camminerà ugual¬ 
mente al punto T , dal che avviene poi, 
che BL sarà uguale alla circonferenza del 
cerchio j si dirà Cicloide raccorciata , se 
il punto A si moverà più presto del cen¬ 
tro T , ed allora sarà B L minore della 

circonferenza del cerchio 5 e si dirà Ci¬ 
cloide allungata , se il punto A si mo¬ 
verà piu lentamente del punto T, ed al¬ 
lora sarà BL maggiore della circonferenza 
del cerchio. 

Di questi movimenti ne abbiamo un 
riscontro familiare nel movimento delle 
ruote delle carrozze , dei carri , nelle 

palle, che scorrono sulla tavola del 

.eco , e in simili altri corpi, i quali 
si muovono con due movimenti , uno 
eie quali si fa intorno al loro asse, e 
1 altro si fa col trasporto di tutto esso 
corpo. 

II cerchio A OD si chiama Cerchio 
generatore. Per trovare la natura di que- F 
sta curva , e per esempio della Cicloide xxix? 
ordinaria ? suppongasi , che il cerchio 
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generatore sia nel mezzo E della retta 
BL , ed il suo diametro AE perpendico¬ 
lare alla BL. Siccome per costruzione 
BL uguaglia la circonferenza del cer¬ 
chio , così sarà LE uguale alla mezza 
circonferenza ADE- In questa si segni 
a beneplacito un punto D, dal quale 
si tiri la corda DE, e la retta indefi¬ 
nita DM paralella alla E L, e farto EF 
uguale all’arco DGA, dal punto ^F si 
tiri F M paralella alla ED, cadrà il 
punto d’intersecazione M nella periferia 
L M A B della cicloide : imperciocché , 
essendo nel parelellogrammo EDMF la 
retta MD = EF; succederà che, quando 
il cerchio arruolandosi da E verso L 
sarà giunto in F , il punto A cadrà in 
M. Pertanto, se l’arco A G D si chiami 
x , e f ordinata corrispondente D M si 
dica jj' , avremo x = j per l’equazione, 
che esprime la natura della cicloide or¬ 
dinaria. 

Questa curva ha molte belle pro¬ 
prietà geometriche, e meccaniche, som¬ 
ministrandoci fra le altre cose la teoria 
fondamentale pel movimento equabile de¬ 
gli orologi fatti a pendolo. 


Se poi si vorrà 1 * equazione per la 
cicloide allungata , o raccorciata , si 
chiamerà EL =*= a, la semicirconferenza 
AGDÉ = c, e sarà a: c=jr: x 9 onde 
ax = cy , equazione generale per la ci¬ 
cloide , servendo per 1* ordinaria , per 
l’allungata , e per f abbreviata secondo- 
chè c sarà uguale * maggiore , o minore 
di a. 

Se in vece del cerchio euclideo si 
supporrà , che la curva generatrice sia 
un altra rientrante qualsivoglia, s’avranno 
altre cicloidi di differente specie , ed in 
numero infinito. 

117. Divisa in quante parti uguali si 
vuole B C , C D , DE la circonferenza 
BCDE di un quadrante del cerchio eu- F ^ RA 
clideo , e diviso pure il suo raggio A B in 
altrettante parti uguali BH, HK, KA* 
se dai punti di divisione H, K si tire¬ 
ranno le rette HF, KG paralelle alla AE, 
ed i raggi A C, A D , i quali interse¬ 
cano le paralelle nei punti F, G, la li¬ 
nea , che si farà passare per li punti 
® > F, G , sarà una curva trascenden¬ 
te denominata la Quadratricc di Dino* 
strale. 
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Per esprimere la natura di questa 
curva con un’ equazione , si rifletta 
che per costruzione l’arco B C sta alla 
circonferenza BCDE, come BH: BA, 
e però chiamando l’arco BC = x la 
circonferenza BCDE = c, la parte B H 
= il raggio AB = a , sSrà P ;ff" 

j: a, onde a x = cy sarà l’equazione 
della curva. 

Se si potesse trovare il punto L 
in cui questa curva interseca il raggio* 
AE, si verrebbe a rettificare la circon¬ 
ferenza del cerchio , cioè s’avrebbe una 
retta uguale alla circonferenza , e quindi 
s avrebbe anche una superficie rettilinea 
uguale precisamente a quella del cerchio, 
il che suol chiamarsi la quadratura del 
cerchio. 

urne T eCe deI Cerchio Euclideo 
ULUb si adopererà un’altra curva per 

generatrice, facendo nel rimanente la 
stessa costruzione , la curva generata 
BFGL riuscirà diversa dell’anzidetta. 

ii8. Dopo d’aver divisa la circon¬ 
ferenza del cerchio euclideo A B D E F in 
parti uguali, o disuguali come si vuole 
Figura ^ BD, DE ec., e dopo d* aver 
xxxi. tirati i raggi C A, C B, CD ec,, si 
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considera, che A sia il punto d’origine 
degli archi AB, ABD, ABDE, e si fa 
come tutta la circonferenza del cerchio 
sta al raggio, così l’arco AB alla parte 
C G del raggio, l’arco ABD alla parte 
CH , l’arco ABDE alla parte CI ec. , 
la linea , che passerà per li punti 

C, G, H, I, K, A, sarà una curva 

trascendentale , denominata la Spirale 
ài Archimede , di cui ABDEF è il cerchio 
generatore. 

Per avere 1 ’ equazione di questa 

curva, si chiami un’ordinata CG=/, 

f arco corrispondente AB = je, il rag¬ 
gio del cerchio = a , la circonferenza 
= c , sarà c : a = x : y ; onde ax = cy 
sarà l’equazione della curva, e se si 
vorrà per tutte le spirali di grado supe¬ 
riore all’ infinito, basterà scrivere a m x m 
= c n y m . 

129. Se, dopo d’aver divisa in parti 
uguali , o disuguali la circonferenza 
ABDE del cerchio euclideo , e tirati Figura. 
dal centro C i raggi per li punti di di- xxxu * 
visione B, D, E ec., e supposto, che A 
sia il punto d’origine degli archi AB, 

A ^D, ABDE ec., si faccia CG pro¬ 
porzionale di mezzo tra la circonferenza 
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del cerchio , e l’arco corrispondente 
AB , CH proporzionale di mezzo tra la 
circonferenza del cerchio, e l’arco cor¬ 
rispondente ABD, e così si proseguisca 
a operare, la linea, che passerà per li 
punti C, G, H, I, sara una curva 
meccanica denominata la Spirale Para¬ 
bolica , le di cui ordinate partono tutte 
dal centro C siccome nella Spirale 
d’Archimede. 

Per avere l’equazione, che espri¬ 
me la natura della Spirale parabolica, 
si chiami una sua ordinata qualsivoglia 
CG=y, l'arco corrispondente AB = *, 
la circonferenza del cerchio generatore 
= c , sarà per costruzione c : y = y : x $ 
onde cx=y z sarà l’equazione ricercata, 
la quale, se si esprimerà in quest’altra 
maniera generica c m x n ==y m ™^ additerà 
tutte le spirali paraboliche di grado supe¬ 
riore all 1 infinito. 

Se poi in vece del cerchio eu¬ 
clideo si adopererà un’altra curva rien¬ 
trante per generatrice, si avranno altre 
specie di spirali diverse da questa. 

13 o. Importa qui notare 

i.® Che le ritrovate equazioni per 
le curve meccaniche si rappresentano 


molto semplici, non ostante che per 
costruire esse curve sia necessario risol¬ 
vere altri problemi , la qual cosa av¬ 
viene , perchè nella loro costruzione si 
suppone, che la corrispondente genera¬ 
trice sia di già rettificata , e se ne abbia 
il valore nella maniera più semplice, che 
dar si possa. 

i.° Che le equazioni dei §§. n 6, 
127, 128 possono anche esprimere linee 
rette, siccome l’equazione del §. 129 
può appartenere alla parabola appolo- 
niana del parametro = c. 

Queste due annotazioni fanno co¬ 
noscere , che corre una gran differenza 
tra la costruzione delle curve geome¬ 
triche , e quella delle curve meccaniche : 
imperciocché nelle prime basta , che sia 
data l’equazione per poterle costruire, 
ma rispetto alle seconde oltre l’equa¬ 
zione , che ne esprime la natura , è ne¬ 
cessario ancora, che si sappia il modo 
particolare , con cui è generata la curva. 

131. La cognizione della genesi delle 
curve , di cui si è fin* ora ragio¬ 
nato, ha servito a scoprire col mezzo di 
poche riflessioni la loro natura, ed espri¬ 
merla con un’ equazione: ma se della 
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curva proposta non si avranno altre no¬ 
tizie, fuorché quelle, che si possono 
acquistare tirando nella medesima diverse 
linee, o confrontando quelle poche, che 
si ricavano dall’osservazione, e dalla spe¬ 
ranza ( §. 11 8 ) , in tal caso più diffi¬ 
cile riuscirà la soluzione del problema, 
occorrendo talora di doverla tentare lun¬ 
gamente prima d’ ottenerla. 

Per dare adunque un indirizzo ge¬ 
nerale intorno quest’ indagine , si dirà , 
che prima d’ogni cosa conviene esami¬ 
nare attentamente la figura della curva 
per conoscere, se sia di quelle , che 
hanno assi, diametri, o semplicemente 
assintoti, oppure se appartiene alla cat- 
tegoria delle spirali. Dopo d’aver sco¬ 
perto a quale cattegoria appartiene la 
proposta curva, si tireranno in essa di¬ 
verse di quelle linee, pel cui mezzo 
veduto già abbiamo, che si giugne a 
trovare una qualche proprietà della curva. 

Nei due seguenti paragrafi addur¬ 
remo due esempi per l’intelligenza di 
questo indirizzo. Ciò , che si dirà 
nel calcolo differenziale, e nell’inte¬ 
grale , servirà per risolvere con mag- 
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giore facilità ; ed universalità questi prò* 
blemi non solo per le curve algebriche* 
ma ancora per le trascendentali, e per 
le organiche. 

131. Debbasi in primo luogo trovare 
la natura della curva KHCL distesa so- figura 
pra un piano , senza avere verun’ altra XXXilu 
notizia. Si tirino le paralelle CH, FD * 

KL, e si divida ciascheduna pel mezzo 
nei punti B , E , G. Se si troverà, che 
questi punti sieno in diritto , la retta 
BEG , che passerà per essi, sarà un dia¬ 
metro, e sarà l’asse della curva, se Tan- 
golo CBE sarà retto. 

Riconosciuto, che la curva è della 
categoria di quelle, che hanno assi * 
e diametri, si considerino per ordinate 
le paralelle BC, ED, GL, e per ascisse 
le corrispondenti AB , AE AG , e si 
confrontino queste coordinate fra di loro, 
per trovare la ragione , che corre ira 
esse sole, o pure combinate con qual¬ 
che costante ; lo scoprimento di questa 
proporzione sarà la natura della curva , 
che si potrà poi esprimere con un’ equa¬ 
zione. Per esempio se risulta, che AB 
1 AE = BC ? : ED 3 , avremo , AB x ED* 


= AE X BC*per 1 * equazione della prò- 
posta curva. 

133. Siano in secondo luogo cogniti 
solamente alcuni punti, e alcune linee 
della proposta curva, come succede nella 
maggior parte delle sperienze , e osser¬ 
vazioni Fisico - geometriche , e Fisico- 
meccaniche : per esempio suppongasi che, 
figura essendo stata cacciata dal sito A una 
XXX1V - palla nella direzione A B obbliqua alla 
linea a piombo AC, ci siano noti per 
mezzo dell’ osservazione i punti F, G , 
H, per li quali è passata essa palla nel 
suo cammino AFGHQ , e che tutti essi 
punti siano in un medesimo piano ver¬ 
ticale. 

Per trovare la natura della curva 
descritta dalla palla, si tirino dai punti 
F, G, H le FD, GK, HL paralelle alla 
AB, e le altre rette FM, GN, HB pa¬ 
ratene alla AC, succederà, che essendo 
ADMF un paralellogrammo per costru¬ 
zione , sarà AD = MF, AM = DF, 
e per la medesima ragione, essendo para- 
lellogrammi AKNG , ALHB, sarà AK = 
GN, AN = KG, AL = BH, AB = LH, 
le quali rette tutte sono cognite, poi- 


chè sono date di posizione le AB, aC , 
ed i pumi F , G , H. Si considerino 
adunque le AD, AK , AL per ascisse y 
e le DF, KG, LK per le corrispon¬ 
denti ordinate della curva A F G H de¬ 
scritta dal proietto, e si cerchi , se fra 
queste rette s’ incontra una legge co¬ 
stante ; e supposto, che da quest’ esame 
risulti , che le ascisse stanno fra esse 
come i quadrati dei numeri naturali, 
mentre che le corrispondenti ordinate 
sono fra esse come i numeri naturali, 

s’avrà AD; AK = DF ; KG > onde 

_» _s 

AD x KG = AK x DF, equazione, che es» 
prime la natura della curva, la quale, 
per le cose insegnate nelle Sezioni coni¬ 
che , si scorge essere la parabola appolo- 
niana, di cui AC è un diametro, ed AB 
la tangente al vertice A d’esso diametro, 
13 4. Termineremo questo capo col 
far osservare, che sebbene negli esempj 
addotti per iscoprire la natura di una 
curva geometrica siansi ottenute equa¬ 
zioni semplici, nulla di meno può av- 
ve nire, che per la medesima curva si 
tengano due, 0 più equazioni fra loro 
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diverse , e diversamente composte y del 
che ne abbiamo già un riscontro nelle 
Sezioni coniche, e per esempio le tre 

seguenti equazioni y 2 = —r ^ ax—x a >y* 


px • a’+c” 

— f— , xy = - l6 ■ esprimono 

la medesima iperbola , e nasce tale diver¬ 
sità dall’essere la prima equazione rap¬ 
portata agli assi , la seconda all’ asse , 
ed al corrispondente parametro, e la 
terza all’assintoto. 


CAPO III. 


Delle Curve Organiche . 

13 5. Le curve organiche non si pos- 
FicuRASono altrimenti descrivere se non col 
xxxv. ynezzo di più punti. 

Sia B A M una retta indefinita di¬ 
visa in parti uguali BD, DC, CA ec., 
da ciascuno di questi punti si alzino le 
perpendicolari BH, DG, CF, A E , 
le quali formino una qualsivoglia geo¬ 
metrica progressione decrescente da H 
verso E, la linea 9 eù e passerà per li 
punti H, G , F , E, sarà una curva 
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organica denominata Logaritmica , ed an- 
c ‘ le Logistica . 

Dalia costruzione <di questa curva 
si scorge facilmente, che se essa si prò- 
ungherà verso Q, s’avvicinerà sempre 
alia retta BM , senza però mai toccarla , 
Poiché l’ultimo termine MQ della pro¬ 
gressione geometrica decrescente sarà sem¬ 
pre una quantità assegnabile, e non po¬ 
trà considerarsi per zero que*ordinata, 
fuorché il numero dei termini della pro- 

S !r ln ^ nu ° ’ nel <I uaI caso la 
I , 1 d . lv ^ n . ta necessariamente di una 

l § 1( “ zza infinita, e forma i’assintoto 
delia logaritmica. 

Se si prenderà BR < BH, e si fa¬ 
ranno i termini BR , DS , CT , AV ec. 
w Pressione geometrica decre- 

stesso H P lr | CU ‘ '* denomi,1 atore sia lo 
_i 1 • a * ra progressione, s’avrà un’ 

altra logaritmica RSTVZ, la anale da 
venen o verso Z , s’avvicinerà sem- 
P re a 1 altra, ed alla retta MB senza 
P ert) ma ' toccarle , fuorché all’infinito 

R s t v ’ onde si dirà ’ che ,a curva 

fjQp Z sia assintoto dell’altra curva 

toro „ E Q ’ e che la retta BM sia assin- 
ommie d’ambedue le divisate curve. 
N 


i3 6. Essendo la logaritmica di un 
grand’uso nelle Matematiche semplici, e 
nelle composte, se ne faranno perciò 
osservare più minutamente le sue pro¬ 
prietà primarie. 

Dalla dara costruzione di questa 
curva, e dalle cose insegnate nell’Al¬ 
gebra intorno la formazione de’ logaritmi, 
si raccoglie 

i.° Ghe, se le ordinate AV, CT 
Figura ec. della logaritmica si prenderanno per 
li numeri naturali, le ascisse corrispon¬ 
denti saranno i logaritmi d’essi numeri. 
Per esempio, se l’ordinata AV esprime 
1’ unità de numeri naturali, siccome in 
questo caso le ascisse debbono princi¬ 
piare dal punto A , e prendersi le po¬ 
sitive verso B , ove cresce la progres¬ 
sione , e verso M le negative, atteso, 
che la progressione decresce da questa 
parte, cosi 1’ ascissa corrispondente all* 
unità AV sarà zero, cioè l’unità non 
avrà logaritmo di sorta alcuna, ma il 
logaritmo del numero naturale CT mag¬ 
giore dell’unità sarà espresso per l’ascis¬ 
sa AC, quello del numero naturale DS 
sarà espresso per l’ascissa AD ec., e le 
ordinate esistenti alU sinistra del punto 
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i-' COm . e ,f"° 'e NQ, MP ec., essendo 
nnnon dell unità AV, esprimono un 
rotto, e le ascisse negative A N, A M 
corrispondenti ai rotti NQ, MP addi¬ 
tano i logaritmi di questi rotti. 

. 1 * _ Che se l'ascissa AD sarà dop¬ 
pia , tripla, quadrupla ec. di AC, la 
corrispondente ordinata DS sarà espres¬ 
sa per la seconda , la terza , la quarta 

ec. potestà di CT, e se AE sarà ì, ! 

I 1 3 ’ 

4 A 9 la corrispondente ordina¬ 

ta EL sarà espressa per la radice secon. 
«a , terza , quarta ec. di CT. 

3 .° Che, se sia AB= AC+AD, 
s *a BR il prodotto di CT in DS, o 
n, quar , ta proporzionale dopo AV, CT, 
orod Va 6 3 d* re c ^ e *1 logaritmo di un 
I o rii numero composto è ugua- 

® a . la Somma dei due logaritmi dei nu¬ 
meri componenti. Se poi AC = AB 

div' * S3r ^ ^ quoziente di B R 

■viso per DS , o sia quarta proporzio- 

ch -, po DS ’ RB » AV . v ale a dire , 
le 6 | l°S ar * tmo di un quoziente è ugua- 
i 3 . logaritmo del dividendo meno il 
e> rttnio del divisore. E siccome nei 
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rotti il denominatore è maggiore del 
numeratore , così il logaritmo di un rotto 
riesce necessariamente negativo. 

4. 0 Che qualunque volta la quan¬ 
tità , di cui si vuole il logaritmo, è 
quantità infittirà, siccome in questo ca¬ 
so P ordinata della curva riesce infinita , 
cosi infinita ancora sara la corrispondente 
ascissa, e conseguentemente infinito il 
logaritmo della quantità proposta , ma po¬ 
sitivo . 

5. Che, se la quantità proposta 
sarà zero , il suo logaritmo sara pure 
infinito, ma negativo, avvegnaché la lo¬ 
garitmica non può toccare fassintoto BM 
se non dalla banda di M a una distanza 
infinita dal punto A. 

1 3 7 - l r * secondo luogo si deduce dalla 
data costruzione della logaritmica, che 
quantunque si ritenga la medesima uni¬ 
tà AV, e le medesime divisioni uguali 
AC, CD, DB ec. , nulla di meno, 
siccome le ordinate corrispondenti pos¬ 
sono essere in una progressione geome¬ 
trica qualsivoglia, così si potrà descri¬ 
vere un numero infinito di logaritmiche 
QVTSR , HVFGK ec., le quali tutte, 
sebbene abbiano la stessa unità A V, C 


le Medesime ascisse AC, AD, AB, atfan- 
P er & le ordinare coincidenti molto 
dlverse , e quindi si vede per esempio 
c °nie al medesimo logaritmo AC corris¬ 
ponda un numero grandissimo di numeri 
naturali CT , CF tra loro ineguali. 

Se poi si tira una retta RF para- 
iella alla AB, l a quale interseca in F, 
p ' n * Ie due Io g arit ™che KG VH , 
_y ’ slccorne in questo caso si ha 
, ~T . * così Sl scorge ancora, come 

al medesimo numero naturale CF possa 
cornspon ere un numero grandissimo di 
logaritmi diversi AC, A3 ec.- 
Da queste riflessioni consegue 
i. Che, se nelle ravole trigono- 
metriche in vece della progressione geo- 
^ efriCa ~ 1 • io : ioo ec. fosse stata 
presa un altra progressione, s’avrebbero 

,0 S aritnii corrispondenti alla sene dei 
numeri naturali i , 2 4 - ec 

° > 3i 4 » J 

* ^ne , volendo servirsi dei loga- 
c ^ mi senza usare le tavole trigonometri- 
. 6 ? Osterà descrivere una logaritmica a 
sem Irnent ° ’ ^ 9 ua ^ e ^ ovra P 01 essere 
si far 6 stessa * n rutt * * confronti, che 
cptm? f nn ° delle < i U3ntità logaritmiche, ec- 
presso.' qU6 ‘ cas,> dei c ì uali si P arle » ap- 
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138. Per esprimere in valori analitici 
le divisate proprietà della logaritmica , 
in cui AV rappresenta 1 ’ unità de* nu¬ 
meri naturali , suppongasi AC = x , 
la corrispondente ordinata CT = y 9 e 
sia AD = 2 AC = 2 * , sarà la corris¬ 
pondente ordinata DS = Se sia AE 

= — = - 9 sara EL = y . Gene- 

Talmente se m esprime un numero qual¬ 
sivoglia intero , o rotto , all’ ascissa mx 
corrisponderà sempre 1’ ordinata y m : ma 
r ascissa x esprime il logaritmo di y , 
cioè x = /y, adunque sarà 2x = ly\ 3* 

s=/y, - — lj/~y, - x — ly , mx = ly m . 
4 7 

Siccome poi il logaritmo di un pro¬ 
dotto, o di numero composto è uguale 
alla somma dei logaritmi dei numeri 
componenti, e che il logaritmo di una 
frazione è uguale alla differenza tra il 
logaritmo del numeratore, e quello del 
denominatore (§. 136* n. 3), così sarà 

lf = ily, ly> = J ly , lyì = tfy. 


ir — ml y » 



— » ly * 
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1 7 — l y~* = -*‘y> = 

{y~ m = — mly ec. 

139. Se la circonferenza del cerchio 
euclideo ABDEFM si divide in parti 
uguali AB , BD, DE, EF ec. , e consi- FIGURA 
derato il punto A per f origine degli ar-xxxvur, 
chi AB, ABD, ABDE, si tirano i raggi 
CA , CB , CD per li punti di divisione, 
e preso il raggio CA per primo termine 
di una progressione geometrica decre¬ 
scente qualsivoglia , si nota il secondo 
termine della progressione da C in G , 
il terzo termine da C in H, il quarto 
da C in I, il quinto da C in K , e 
così si proseguisce di mano in mano a 
notare gli altri termini della progressione 
decrescente, la linea , che passerà per 
h punti A, G , H, I , K ec. sarà una 
curva trascendentale organica chiamata 
la Spirale logaritmica , la quale farà un 
numero infinito di rivoluzioni intorno 
al centro C prima di giugnervi , poi- 
chè T ultimo termine della progressio- 
ne geometrica decrescente non può di- 
^ent a re zero , se non quando il numero 
ei termini della progressione è infinito. 
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In questa curva se si considera, che 
le sue ordinate CA , CG, CH ec. es- 
primono i numeri naturali, de’ quali per 
esempio CI sia 1 * unità , 1 ’ arco ED del 
cerchio generatore esprimerà il logarit¬ 
mo del numero naturale C H , 1’ arco 
EDB esprimerà il logaritmo del numero 
naturale CG. Prendendo poi | e ordinate 
nunon dell unita CI , come a dire 1’ or- 
dinara CK, la quale esprime una fra- 
z.one, l’ arco EF |S arà il suo lo¬ 
garitmo, il quale s i considera negativo, 
poiché in questo caso il punto d’ origine 
degli archi si prende in E , conside¬ 
randosi positivi gli archi presi da E ver¬ 
so D, e negativi gli archi presi da E 
verso F. 

Dalla data costruzione si scorge fa¬ 
cilmente, che variandosi il denomina¬ 
tore della progressione, la spirale s’ an- 
dera accostando al centro con I e <m e di¬ 
versa , e che lo stesso succederà, se in 
vece del cerchio Euclideo si adopererà 
un’altra curva qualsivoglia rientrante per 
generatrice. 

Nel calcolo differenziale si darà la 
maniera di trovare l’equazione, che es¬ 
prime la natura di una curva organica. 
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C A P 0 IV. 


Data r equazione indeterminata di grado 
superiore , costruire il corrispondente 
Luogo Geometrico . 


1 4 °* -L^ E regole date nelle Sezioni co¬ 
niche Capo v i servono precisamente 
per costruire le equazioni, di cui si 
tratta , non incontrandosi altra differenza 
in queste operazioni, se non quella, 
che nasce nel cercare i valori delle in¬ 
cognite elevate a grado maggiore. Per 
esempio, se dopo d’aver attribuito un 
valore arbitrario all’ascissa x , l’ordi¬ 
nata y si troverà elevata a grado supe¬ 
riore , converrà, per averne i valori, 
risolvere il problema del grado , cui 
essa y trovasi elevata. Da qui avviene 
poi, che alla medesima ascissa corri-, 
spondono tante ordinate , quanti sono i 
valori reali di y , e queste ordinate pro¬ 
ducono diversi rami nella curva , che si 
istruisce. Le seguenti esercitazioni ren¬ 
eranno familiare questo maneggiamen- 
t0 > nelle quali supporremo sempre ti- 
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rate la direttrice BC delle ascisse, BD 
delle ordinate, facienti f angolo retto 
C B D, o quell’ altro , che verrà pre¬ 
scritto. 

i 41. Data F equazione p 2 x = y 3 % de¬ 
scrivere il luogo geometrico. 

Dopo d’aver tirate le direttrici, si 
supponga * = *, s’avrà y = *, dal che 
si deduce , che la curva passa pel punto 
cf origine B delle ascisse $ e siccome 
nel supporre y = *, si ha anche * = *, 
si conchiude , che la curva passa pel 
solo punto B delle direttrici. Coll’attri¬ 
buire poi diversi valori positivi BL all’ 
ascissa x , si avranno i corrispondenti va¬ 
lori dell’ ordinata y = y/^x = L F , i 
quali vanno crescendo a misura , che 
s’attribuisce un valore maggiore all’ascissa, 
e quindi la curva si va sempre più dila¬ 
tando verso C. 

Se si riflette, che la proposta equa¬ 
zione può anche nascere da — p 2 x — x 
=—yx — y, si vede tosto, che coll* 
attribuire dei valori negativi BH all* 
ascissa x , s’ avranno le corrispondenti 
ordinate negative HE = y = ^ ~p 3 x \ 
Finalmente considerando , che nel tro¬ 
vare i valori di y si risolve un’ equa- 



zione pura di terzo grado , in cui si ha 
un solo valor reale , si vede, che a 
ciascheduna ascissa corrisponde una sola 
ordinata j onde il luogo geometrico FBE 
ha i due soli rami B F , B E uniti in 
B, ove la curva ha un punto di flesso 
contrario. 

141. Se s’abbia l’equazione generale 
a tutte le parabole all* infinito p m x n 
=y m * n y e si facciano delle riflessioni 
analoghe a quelle dell’ antecedente pa¬ 
ragrato , si troverà, prendendo x per 
ascissa : 

i.° Che il luogo geometrico inter¬ 
seca le direttrici nel solo punto B. 

i.° Che, qualora m^n esprime un 

m+n 

numero dispari, l’ordinata y=Vp” x n ha 

un solo valore reale , e quindi a cias¬ 
cheduna ascissa corrisponde una sola or¬ 
dinata ; onde il luogo ha i due soli 
rami B F , B E uguali, i quali volgono 
la loro concavità verso la direttrice delle 
ascisse. 

3. 0 Che, quando esprime un 

numero pari, 1* ordinara y ha due va- 
lori reali uguali, cioè uno positivo , 
e l’altro negativo espressi per y 
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m + n 

— ±v , e quindi il luogo geometrico 
ha quattro rami uguali BF, BG, Bl, BE 
concavi verso la direttrice delle ascisse. 

Se poi si norerà y per ascissa nella 
direttrice BC, e si prenderà x per or¬ 
dinata , sarà il valore di quest’ ordinata 

espresso per * = 1 /il q Ua I e avrà 
V p m 

un sol valore reale, $e n sarà un nu¬ 
mero dispari; onde s’avrà un luogo di 
due soli rami uguali, i quali presente¬ 
ranno la loro convessità alla direttrice 
CBH: ma, se n sarà un numero pari, 
l’ordinata x avrà due valori reali , ed 
uguali, cioè uno positivo, e l’altro ne¬ 
gativo , e quindi il luogo geometrico 
avrà quattro rami uguali, i quali vol¬ 
geranno la loro convessità verso la di¬ 
rettrice BC. 

14). Descrivere il luogo geometrico, 
che appartiene all’ equazione y' = ax ‘ 

— x ì del cerchio cubico. 

Presa x per ascissa, suppongasi x =*, 
saràj = ( <. onde la curva passerà pel 
figura P unro ^origine B, e supposto y = *, 
s’avrà ** = a x z , e quindi x = a. Si 


/ 
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tagli BL = a , sarà L un altro punto, 
per cui passerà la curva. Coll’attribui¬ 
re poi diversi valori all’ascissa x minori 
di BL, come BK, sarà la corrispon¬ 
dente ordinata KF = y = __ *3 va¬ 

lore positivo , ed il solo reale, che si 
compete a quest’ incògnita $ ma , rosto 
che sarà x > a 9 cioè, che si prenderà 
un’ ascissa BH maggiore di BL, allora 
riuscirà negativo il corrispondente valo¬ 
re di y = da notarsi da H 

in G , e questo valore crescerà a misu¬ 
ra , che si prenderà maggiore il valore 
di x . 

Da questa costruzione si scorge, 
che il luogo geometrico ha due rami 
ambidue concavi verso la direttrice BC, 
che il primo ramo BFL è limitato, e 
che 1 * altro LGE s* estende all’ infinito. 

Se nella proposta equazione si sup¬ 
porrà un’ascissa BC = x infinita, sicco¬ 
me in questo caso il termine ax 2 riesce 
infinitamente picciolo rispetto all’ altro 
x ì , così 1* equazione suddetta diverrà 
JK S = — , e y = — * , e poiché 

1 ’ ascissa è positiva , sarà — y = *. Per¬ 
ento, se nella direttrice BC si prende 
Un * ascissa finita qualunque, e per esem- 
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pio BL = x , e si farà la corrisponden¬ 
te ordinata negativa LI = BL, l a retta 
BI prolungata sarà f assintoto del ramo 
LGE. 

144. Se le equazioni date ( §. 109) 
per le altre sezioni coniche all' infinito , 
cioè 

_ n 

Per i Cerchj x m X a - x = y m * n 

Per le Elissi ^ x m X~ x =y m ' n 

Per le Iperbole^ x m y m * n 

a J 

si esamineranno a norma del §. 142, si 
scopriranno facilmente i sintomi, e le 
mutazioni, che succedono in quelle cur¬ 
ve di diverso grado. 

145. Debbasi costruire l’equazione 

7 3 =** “+• -+- a 2 x, col prendere x 

per ascissa. Se si supporrà x = *, sarà 
y = fS 9 onde la curva passerà pel punto 
B ; se si supporrà y = ? s’avrà 

* = ** -+- iax 2 + a 2 x, e dividendo per x> 
sarà x 1 - 4 - lax -h a 2 = * 9 ed estratta la 
radice quadrata, sarà x-4~a = *, e quin¬ 
di x =— a; perciò notata l’ascissa BL 
negativa = a , sarà L un altro punto, 
per cui passerà la curva. 
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Si assegnino diversi valori positivi 
all’ ascissa x = BK , s’ avrà il solo valore 
reale positivo della corrispondente ordi¬ 
nata KE —— y y/ x* +2C* 1 j il 
quale crescerà a misura, che BK sarà 
maggiore , e quindi il ramo BE della 
curva si estenderà all* infinito verso C. 

Si attribuiscano dei valori negativi 
all’ ascissa x , come BH, minori di BL, 
s’avranno le corrispondenti ordinate HF 
di un sol valore reale negativo espresso 
P er y = & -jc j *+* 2 ax 1 -a*x y onde si de¬ 
scriverà un altro ramo BFL limitato dai 
punti B , L* Coll* attribuire poi altri va¬ 
lori negativi all* ascissa x , come BG^BL, 
s’avrà il terzo ramo LIO , che si estende 
all* infinito verso Q. 

, n . . a'x 

146, Ber costruire 1 equazione y 2 =- 

prendendo x per ascissa, si trova, sup¬ 
posto x = 0 , che y = u ; e quindi la 
curva passa pel punto B. La supposi¬ 
zione di y =r 0 dà pure x = 0 9 onde si 
conchiude , che la curva interseca le di¬ 
rettrici in un solo punto. Si attribuiscano 
Aversi valori positivi all’ascissa x, come 
> e s’avranno i corrispondenti valori 

d® 11 ’ ordinata y = ± j ~~ x > i quali 
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saranno reali , finché sarà a >> x $ e si 
noteranno i positivi da K in E , ed i 
negativi da K in F. Allorché coll’ ac¬ 
crescere il valore di x s avrà a = x 

= BL , P espressione ^—- diverrà } 

cioè sarà y di un valore infinito additato 
da LH, e quindi questa retta servirà d' as- 
sintoto alla curva, la quale per un certo 
tratto EBF volge la sua concavità verso 
la direttrice BC , e nelle due rimanenti 
porzioni EN , FN volge la sua conves¬ 
sità. Questo luogo geometrico NEBFN 
si chiama la Versiera. 

Se si costruirà 1 ’ equazione 

figura , , , 

xliii. y = — - 9 prendendo x per ascissa , 

si troverà un’ altra specie di versiera 
IEGFH , alla quale la direttrice BD ser¬ 
ve d’ assintoto. 

Se queste due equazioni fossero del 

i , a 4 — a^x 

terzo grado, come y' = -— , yi -- > 

s’avrebbero le figure e ^ della ta¬ 
vola 3» a 
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. X ’ 

Se si costruirà l’equazione y 2 = , 

prendendo x per ascissa , e facendo del¬ 
le riflessioni analoghe alle precedenti, si 
troverà, che il luogo geometrico passa 
pel punto B, ch’egli ha due rami BE, FIGURA 
BF , i quali presentano la loro convessità 
alla direttrice BC, finché le ascisse BK 
sono minori di BL = a , e che 1’ ordi¬ 
nata nel punto L diventa un assintoto 
de’due rami. 

Se poi nelle addotte equazioni si 
prenderà y per ascissa, si troverà facil¬ 
mente la figura, e positura del corris¬ 
pondente luogo geometrico. 

147. Data l’equazione 


descriyere jj COf . 

x — 2 a 

rispondente luogo, prendendo x per ascissa, 
e { per ordinata. 

La supposizione di x = * sommini¬ 
stra anche { = 0; onde la curva passa pel 
punto B. La supposizione di £ = *» dà 0 


c*x — x’+iax* — a' x 



ossia, corretta l’es- 
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pressione, p = c 2 — * 2 -+- iax — a\ e quindi 
iax -4- a 3 = c\ ed estratta la ra- 
^ Ce quadrata, si ha x — a = ed x 
0 


s= a ± c. Supposto che sia a > e , si 
faccia BG = x = a — c quantità posi¬ 
tiva , e si noti BF =x = aH~*, sa¬ 
ranno G, F due altri punti, per li quali 
passerà il luogo, geometrico. 

Si attribuiscano diversi valori all* 
ascissa positiva x = BL minori di B G , 
s avranno le corrispondenti ordinare L E 
positive, ed LI negative espresse per i 

, e si descri¬ 
verà il ramo rientrante B E G I limitato 
dai punti B, G. Se poi si attribuiranno 
all’ ascissa x dei valori B Q maggiori di 
BG=<i — c, e minori di BF = j + c, 
si troverà, che i valori corrispondenti 
di f sono immaginarj, perchè la quan¬ 
tità sotro il segno radicale riesce nega¬ 
tiva ; ma, se si attribuiranno all* ascissa 
dei valori EH maggiori di BF, s’avrà 
di nuovo positiva la quantità sotto il 
segno radicale, e quindi s’avranno le 
corrispondenti ordinate positive , come 
HK, e le negative uguali H M j onde 
si descriveranno i due altri rami F K, 
F M, i quali volgeranno la loro con¬ 
vessità verso la direttrice FC. Final* 



me nte, se coll’accrescere il valore di x 
si ^ ar à x ==. ia = BN , l’espressione dell’ 
or dinata NO diverrà 



cioè 1* ordinata riuscirà quantità infinita $ 
onde sarà ONO i’assuuoto dei due rami 
FK, FM. 

Se poi si farà a < c 9 in questo 
caso I ascissa x = a — c riuscirà nega¬ 
tiva , da notarsi da B in R, e sarà R 
un P un to» per cui passerà il ramo rien¬ 
trante BSR del luogo geometrico, che 
si descriverà coll’ attribuire diversi va¬ 
lori negativi alle ascisse B T minori di 
BR, e s’avranno le corrispondenti or¬ 
dinate TS = {==i -| / —c'x+x'+iax'+g'X ' 

V — x—la 

le quali diverranno immaginarie* tosto 
cne si darà un valore negativo all’ ascis¬ 
sa * maggiore di BR. 

148. Descrivere il luogo apparrenen- 
te all* equazione x ì -+■ yx z -+- c 2 y = a s , 
prendendo x per ascissa. Suppongasi x 
^ % l'equazione proposta diverrà c*y figura 
a \ e quindi l’ordinata corrispondente 


al punto B origine delle ascisse sarà y 
= jt? o°de si taglierà BM = 2 -. Si sup¬ 
ponga y = S T equazione proposta di¬ 
verrà x 3 =a J , ed x = a -, epperò , fatto 
BG = a , sarà G un altro punto della 
curva. Coll’ attribuire poi diversi valori 
positivi BL all’ascissa, s’avranno le cor¬ 
rispondenti ordinate y — ~ ~ x '\ J e quali 

saranno positive da B in G, come LK, 
stanteche x<Za, e riusciranno negative 
da G verso C, come LE, poiché in 
questo caso riesce x>a, e quindi ne- 
a* — ' 

gativa l’espressione —7- 


Se poi si attribuiranno diversi va- 
lori negativi B H , B Q all’ ascissa * , 
l’espressione per le corrispondenti ordì- 

nate diverrà , y = , dimodoché la 


curva s’accosterà alla direttrice CBQ 
per un certo tratto da M in F, indi 
se ne allontanerà sempre più, andando 
verso R , a misura che l’ascissa B Q 
crescerà, e il ramo M F R volgerà la 
sua convessità verso la direttrice GBQ, 
mentre l’altro ramo MKGE presenta la 
sua concavità. 



* 49 * Costruire l’equazione y 1 ZCL y 
^ ? * prendendo x per ascissa. 

Si supponga x = « , sarà °1 una quan¬ 
tità infinita, e cjuinJi nel risolvere l’equa¬ 
zione di secondo grado j‘ -+- i iy = il 


s’avrà l’espressione y = -^ a ± \J a ‘‘ * 

nella quale i termini - scompari- 

per essere infinitamente piccioli ri¬ 
spetto al termine ~ 9 e l’ordinata y nel 
punto B origine delle ascisse diverrà in- 

tnr Ita ’/, al , e a dire Che BD Sarà un assÌn -Firu 

O del luogo geometrico, che si de- xLv 
SCnve * Suppongasi y == * , sarà 

X 3 = — aJ _ a ' 

' y' ■+■ iay — P ufe quantità infinita, 
e quindi x espresso nella BC prolungata 
a infinito diverrà un altro assintoto. Si 
at tribuiscano diversi valori arbitrari , e 
Positivi all’ascissa x = BL, s’avranno, 

Co ^ risolvere f equazione y 1 .. _ 

corrisp onc j ent j va j 0f * c j e u e ordinate 


la y =-r f 

X 4 9 
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y = — a zt ]/ + not arsiipo- 


sitivi — a -h 1 / da L inK, ed 

i negativi — a — da L in 

E, e s’avranno idue rami KK , EE del 
luogo ricercato. 

Se si noteranno da B verso S dei 
valori negativi di * = BH, siccome 1’ 
espressione del radicale si muterà in quest’ 

altra -*• a ', così la medesima riuscirà 

negativa, finché sarà x ■< a, e quindi 
immaginario il valore dell’ ordinata 


y 



e l’espressione 


diverrà y = — a, tosto che sarà x = 
BO = a . Si noti adunque OP = y 

= — a , e si continuino ad accrescere 
i valori negativi di x = BS ; siccome 
in questo caso riuscirà positiva la quan¬ 
tità sotto il segno radicale , così 


_ _ ) 

y ^ — a ± Y h- a 2 sarartno due va¬ 
lori reali, ma negativi, stantechè 
^ -+“ d * < a ? da notarsi il minore 


“+y ——j-i-a* da S in M, ed il 


maggiore - « - £L da S in N. 

Finalmente, se col crescere il valore ne¬ 
gativo di x s ’arriverà a farlo infinito , 

allora il rotto riuscirà zero, e scom- 

parità dal radicale ; onde il valore di y 
sarà — aia: e però la direttrice CBS 
sarà pure assintoto del ramo MPNj 
e se a quest’assintoto si tirerà la parafi¬ 
la QFG coll’ intervallo di y == — i a y 
questa parafila sarà I* altro assintoto del 
ramo M P N, ed anche del ramo E E , 
giacché la differenza fra le ordinate LK, 
è espressa dalla stessa quantità — u. 
Se sì vorrà prendere y per ascissa , 
e * per ordinata, dopo d’aver rico- 
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nosciuto, che B C , B D sono gli assin- 
toti del ramo , che si vuole descrivere 
nell’ angolo C B D , si attribuiscano di¬ 
versi valori positivi B L all* ascissa y, 
$’ avranno i corrispondenti valori dell’ 

3 _ 

ordinata LK — x — 1/ r j quali 

+ iay 

saranno solamente positivi, poiché nelle 
equazioni pure del terzo grado si ha una 
sola radice reale, onde si descriverà il 
solo ramo K K. Se poi si prenderanno 
dei valori negativi dell’ascissa y, come 
BH, siccome il termine ìay muta se¬ 
gno , così la corrispondente ordinata HN 


= x sarà espressa per W _ , nella 

. V y 2 -iay 

quale espressione , finché y 1 sarà minore 
di ìay , la quantità sotto il «segno radi¬ 
cale sara negativa, e qualora s’avrà y* 
= ìay, vale a dire, che sarà BM = ia, 


3 _ * __ 

l’espressione x == I j a% = r iu- 

» y 1 — ìay 0 

scirà infinita, e quindi l’ordinata MO 
diverrà 1’ assintoto del ramo V N. Se poi 
s’accrescerà maggiormente il valore ne* 


gativo di y, come BF, la quantità sotto 
il segno radicale diverrà positiva ; onde 
s avranno le corrispondenti ordinate FG 
positive , e si verrà a descrivere il terzo 
ramo GG del luogo geometrico , di cui 
saranno assintoti le MO, CBF prolun¬ 
gate. 

15 o. Debbasi costruire l’equazione 
y — 4 axy — a yz + zx *y = *4 _ 4ax * 

*+- )a 2 x z , prendendo x per ascissa , e y 
per ordinata. 

Suppongasi x = sarà y 4 — a z y z 
= ^j e dividendo per y 2 , sarà y 2 = a 2 , 
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e J ~ — a , onde la curva passera per XLvm> 
li punti C , D. 

Posto y =rr 0, sarà x 4 — 4<zx J -+- 
3 a 2 * 2 = * , e dividendo per x : , facendo 
passare 3a 2 nell’ altro membro, ed ag¬ 
giunto il quadrato della metà del coeffi¬ 
ciente, ed estratta la radice, s’avrà x =*' 
la ± d’, onde la curva passerà per li 
punti A, E. Si formi ora 1 * espressione 
pei valori di y con trattare 1’ equazio¬ 
ne di quarto grado derivativa del se¬ 
condo , aggiungendovi il quadrato del- 
* a metà del coefficiente del secondo 
tornine , $ avrà dopo estratta la radice 


quadrata y* 


a * 

i ax * 4 - —- 
2 


x 2 



8ax 3 -+• 6a*x'-b ia 3 x •+■ — , e quindi 



a k 

•ir 6a* x* -f- ia 3 x •+■ — • 

4 

Attribuiscasi ora dei valori arbitrar) 
alla variabile x , e s’avranno due valori 
immaginari, e due reali di y, uno posi- 
tivo , e P altro negativo M M , finché 
sarà x = a j a qual punto corrisponde¬ 
ranno due ordinate A A, e due altre 
= onde la curva passerà per questo 

punto A; con attribuire poi alla x va- 

lori maggiori di <z , e minori di -, s’a¬ 
vranno quattro valori reali di y, due po¬ 
sitivi , e due negativi R, Q . ec ] attr j. 

buendo alla * valori maggiori di il e 

2 

minori di 3a, saranno i valori di y im¬ 
maginar); ed essendo x — 3a, sarà y 
= * ; onde la curva passa pel punto E, 
come si è già detto, e con dare valori 
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maggiori alla x, si avrà la curva E, O* 
con attribuire poi alla x valori negativi, 
si avrà il rimanente della curva N, N : 
onde tutta la curva della fig. XLvui. sarà 
il luogo geometrico spettante all’ equa¬ 
zione proposta. 

151. Costruire il luogo geometrico ap¬ 
partenente all’equazione 
y* — i jay 4 *+• 75a 2 y* — 1 45 cpy* 84a 4 y 
== a 3 , prendendo y per ascissa, e { 
per ordinata. 

Supposto y = sarà anche £==*, 
onde la curva passerà pel punto B. Sup¬ 
ponendo poi £ = * , F equazione diverrà 
y s — 15ay 4 4-7 5^y a - I 45 a, y 1 ‘^* 8 4« + y= 
e dividendo per y, s’avrà i’ equazione F ^ A 
del quarto grado y 4 — i5<zy } -+- 75 a z y 2 
— 1 4 5^ 3 y H- 8 4a 4 = *, i di cui valori, 
per le cose insegnate , saranno y = a , 
y = 3 a , y = 4a, y =7<z. Si noti per¬ 
tanto BE =5 y =3 ? BF = 3a, BG = 4 a > 

BH = ja , e s’avranno altrettanti punti, 
per li quali passerà il luogo geometrico. 

Coll’ attribuire poi diversi valori arbitrari 
all’ ascissa y = BL , s* avranno i corri- 
s Pondenti valori dell’ ordinata ^, i quali 
sar anno positivi, come LK , da B in E, 
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da F in G, e da H verso C, ove la 
curva si protenderà poi all* infinito, e sa¬ 
ranno negative le ordinate ^ = LI da 
E in F, e da G in H. 

Se si prescinderà dal supporre 1 * or¬ 
dinata £ = ^, e si attribuiranno imme¬ 
diatamente diversi valori arbitrari all’ascis¬ 
sa , si troveranno le corrispondenti ordi¬ 
nate con un’equazione del primo grado 

_ y-— I$ay : '+7$g*y* — + 

^ c 

Se si fara uso di questa osservazio¬ 
ne nel seguente capo, si costruiranno 
con gran facilità, e prestezza le equazioni 
determinate di qualsivoglia grado. 

151. Si dee qui osservare, che nel 
costruire i luoghi geometrici occorrono 
talvolta certe espressioni in forma di rot¬ 
to , nelle quali, assegnando un valore all* 

incognita, 1 ’ espressione diventa £ . Per 
esempio se nell equazione y 2 = - a ' SI 

a * — a 3 ft 

faccia x = a , s’avrà y z =-- -. 

Queste tali espressioni hanno però so¬ 
venti un valore reale 9 e finito , come 



facilmente si scorge, facendo l’attuale*^, 
visione di a‘ — a ‘ per a —a, poiché s j 
trova di quoziente za , e quindi nell’at¬ 
tribuire all’ ascissa x il valore — j, la 
corrispondente ordinata si dee esprimere 
per y = la . Nel calcolo differenziale si 
dara la regola generale per trovare il va¬ 
lore di somiglianti espressioni. 


capo y. 

Costruire le equazioni determinate di qual. 
SW ° a lCL grado superiore al quarto . 

1 5 3-1 problemi di grado superiore al 
prThcare* / lduc0l | 0 a equazione binale coi 

pieghi adrl reg ° 6 ’ 8 lndÌHzzi » ed * n* 

L’eSmnfn nei P recedenri Trattati, 
a ciò , se 8 u cnte somministrerà intorno 
a ciò un risco n „ 0 pii, die bastante. 

a divisione di un angolo, o del 
suo arco in p arf ; U g ua Ji numero dis¬ 
pari e un problema, che ascende al gra- 
c °. indicato dal numero delle parti, in 

tachp SI i> VU °' dividere angolo , ognivol- 

è esnr es P°, nente n,asslmo del1 ’ incognita 
ftesso da un numero primo, e così 
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il problema riuscirà del quinto grado, se 
l’angolo dovrà essere diviso in cinque 
parti, e riuscirà del settimo grado, se 
l’angolo dovrà essere diviso in sette parti 
uguali, vale a dire, che 1’ equazione, la 
quale serve per inscrivere P eptagono re¬ 
golare nel cerchio , riesce del settimo 
grado, che l’equazione per inscrivere 
P undecagono regolare nel cerchio è 
dell’ undecimo grado ec. 

15 4. Debbasi dividere P angolo AKF 
in cinque parti uguali. 

Suppongasi, che i punti delle divi¬ 
sioni uguali nell’arco ACF appartenente 
al dato angolo sieno B , C, D, E. Si 
tirino le corde uguali AB, BC, CD , 
DE, EF , e le disuguali AC, AD, AE, 
AF $ inoltre si prolunghi AD, e fatto 
centro in C coll’intervallo CA si noti il 
punto H, e si tiri CH. Si prolunghi pure 
AE, e fatto centro in D coll’ intervallo 
DA si noti il punto I, e si tiri DI, 
e prolungata finalmente AF, si faccia 

LE = AE. 

Da questa costruzione si ricava: 
i.° Che i triangoli ABC, ACH, 
ADI, AEL sono tutti isosceli, e simili, 
poiché l’angolo A alla base è uguale ifl 


SS’ p acc,lè P er ipotesi sono uguahòra 
0 g 1 * archi BC , CD , DE , EF. 

l e 2 ‘ C !r he 11 trian golo CHD è ugna. 

’ e simile al triangolo ABC noirhp 
'«ndo .■..gol, CHD _ CÀD P »,à 

= AC 8 "» BAC ' ' d ' ■' l«.ò CH 

f..,o Sii “Tcd' 11 ' ‘aT'o.cdh 

■non.o *11, 3, A ó ! F’W* 
golo ABC ° A U e °g ua| e all’an- 

per misura’ . ambldue hanno 

AGFC , gi a c chè rf? de 3 ^ rconfe renza 

equivagliouo fi® nten ° rl CAD > CDA 

avviene, che L ^ CDH ‘ Da ** 
s’adatta tr 3 cor< ^ a AB, ia auale 
e volte nell’arco AB CD a 
uguale alla retta DH> ^ U ’ e 

si propri"",”"?""* ragionamento 
3«f„Ìi o el, ‘"?”8»'' ACO, DEI 
e che i , • ® ua ' ’ onc * e AC = EI 
Pure fra A D E » EF «- sono 

Ciò n U ^ Ua 19 onc ^ e A D == F L. 
Geom P** en |esso sia , come nel §. 218 

^ = DH C \J S COrde ,nco gnire 
= FL ~l’u AC = El ~ x ’ AD 
AD -+- r^j ? ’ AE ~ sarà AH =5 
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Dai triangoli simili ABC , ACH si 
deduce AB : AC : : AC : AH, ossia y : x 
e quindi yf n-y* = 

i. a equazione. 

1 triangoli simili ACH, ADI som¬ 
ministrano AC : A H : : AD: AI, cioè 
x : { +y : : u x * e ^H^i ^x •+■ JC* 
— -+-J{ i* a equazione. 

Se nella seconda equazione si sosti¬ 
tuirà in vece di x z il suo valore yi y 2 
ricavato dalla prima, s’avrà x,* ux -\-yi 
y 2 = f 2 •+■ Jl » e correggendo P es¬ 
pressione , e trovando il valore di x , 

C—y 1 
sara x = —~ • 

Per trovare un altro valore di *, si 
consideri , che i triangoli simili ABC, 

AEL danno AB : AC : : AE : AL , ossia 
+ epperò ux = cy -+- y{, 

cy+-y^ 

e x = Si confrontino i due va- 


i . c » avr à ilz: y " o'+y? 

lori di x, e s avra-- -, e 

“ « 

corretta P espressione, sarà f — y* = c y 
-+-y^j ma si è veduto nelle Sezioni co¬ 
niche (§. 2i8), che la corda AD di un 
, . • 3a"-y—y 5 

angolo trisegato si esprime per ——— 9 


adunque ? se * n vece AD = ^ si seri- 
y erà il suo valore uguale ~ nell* 


quazione { — j 2 = rjr 4-jy { , s’ avra 
£1^ <fo a y 4 +y 6 

— r=9'*+* 


a 1 

e correggendo l’espressione, e dividendo 
per j , s’ avrà 1* equazione finale. 

y — -+- 5^ — fl 4 c _ 

. Operando nella stessa maniera si 
dividerà 1 arco in serte, in undeci ec. 
parti uguali. 

«5 5 - Supposto pertanto, che i prò- 
emi sieno stati ridotti a equazione fì- 
nale, e necessario , prima di costruirla , 
esaminare, se si può deprimere coll’ estra¬ 
gone di radice, o colla divisione, usando 
perciò le regole date nel libro i.° Per 
attirate la pratica di queste regole ad- 

ennM?°- a CUm eSem P‘ ’ P ril 'cipiando dalle 
à} i? Ure ’ * e 'inai' si dovranno ri- 

tre, nche l’esponente dell’ incognita 
13 un numero pri mo . 
d e • Abissi P equazione y‘ = aW, per 
Pnmerla si trovi una proporzionale di 
s ; £ZZ ° r =m ^ ra l e cognite c, d, e questa 
s °stit u isca nell’ equazione , s’, avra y 6 
a on de , estratta la radice 
P 


qua- 


ti6 

drara , sarà y l in cui l’esponen* 

te dell* incognita è un numero primo. 

Se 1 ’ equazione fosse y 6 ^ac dfg h , 
basterà trovare delle proporzionali di 
mezzo da due in due alle lettere cogni¬ 
te , per esempio ac = m z , df = n 2 , gh 
= f , e sostituite queste medie nell’ 
equazione , s’ avrà y* = /w 2 a 2 ^ ? onc j e ^ 
estratta la radice quadrata , sarà 
■— m n p. 

Se sia data 1 * equazione jc 1 *— c s a 3 d*f 9 
si trovi una proporzionale di mezzo = m 
tra d y ed /, un’altra tra a 9 e c = n, 
e s’avrà x xz ^=.c*a z d~m 2 n z , ed estratta 
la radice quadrata, sarà x 6 r =c z admn 9 
da deprimersi, come sovra, sino al terzo 
grado , facendo ad~p 2 , mn = onde 
s’avrà x* = cpq. 

Se sia data l’equazione = a 6 c*f 9 
converrà abbassare quest’ equazione al 
terzo grado col trovare due proporzio¬ 
nali di mezzo tra c, ed f 9 e chiamando 
la prima di queste medie = m , s’ avrà 
== , ed estratta la radice cubica , 

sarà f = a z m. 

Se l’equazione fosse a= a 2 cdf l g z h , 
converrà trovare fra a, e e, fra ed 

fra g } ed h due proporzionali di 
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mezzo, e supposto, che le prime d’esse 
proporzionali sieno m, n, p , si sosti¬ 
tuiranno nell’ equazione , e s’ avrà f = 
m 3 rP p 3 , onde, estratta la radice cubica, 
sarà q* = mnp. 

Se 1 ’ equazione fosse £ = acdfghklq 9 
si comincierà a trovare delle proporzio¬ 
nali di mezzo tra a , e c , tra /, e g , 
tra k , ed /, e chiamando queste m y n 9 
p , f equazione sarà trasformata in questa 
{ 9 = /7i a dn 2 7 , da trattarsi come 

sovra. 

Se l’equazione sia x'° = a 7 c z f 9 con¬ 
verrà trovare una proporzionale di mez¬ 
zo = m tra a , ed f 9 e s* avrà x'° = 
a 6 c z m z , ed estratta la radice quadrata , 
sarà x s = a 3 cm , in cui essendo 1’ espo¬ 
nente un numero primo, più non si può 
deprimere 1’ equazione. 

156. Se le equazioni finali saranno 
composte, si esaminerà pure, se si pos¬ 
sono discomporre colla divisione, o coll 
estrazione di radice, riducendole a tal 
fine uguali al zero. 

Per esempio l’equazione 
— cfx 3 — a l dx z H- a~cdf=z= * si può di¬ 
scomporre nelle due seguenti x* — a 1 d 
= ** — c f = P. 
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L’ equazione {‘- 4 - c^{ 4 -* a 1 c z 
z= * si può discomporre nelle due se¬ 
guenti f — a 2 c 2 = * , l 2 -*-cd~ 0 , la pri¬ 
ma delle quali si riduce a f -- ac . 

L’ equazione 

x 7 4- a*f+JX x 4 — c/ 3 mx 3 -+- aV/x — 

£= * si discompone nelle due seguenti 
** + a 2 f = 0 , * 4 4 - c 3 * — d 3 m =•*. 

L* equazione 

J < - - cy + 0 .rf+„*X /- crJg-o' j'X. y 
- 4 - a * c fg = * è divisibile per j' ■«— a , 
e si ha di quoziente ^ 4 — c 2 ^ 2 -+- a 2 </y 

— ac/£ = *. 

L’ equazione 

y' 9 — a 2 jy 7 -+- c 2 gy 6 — a 4 y* - c 2 gd 2 y* -+• W 2 y 3 

— a*c 2 gy 2 -+- a* c 2 d 2 g = ? si decompone 
nelle tre seguenti 

y4 _ 4 = * , y3 ^ C V = * } y>^d 2 = P. 

L’ equazione 

? * fl 2 f 9 a’d-c'dXf* 

— a 2 ‘ 2 * 2 { 5 + «‘«T - { > 

— a* c l dm* f ■+• a z c l d l m s = * si dis¬ 
compone nelle tre seguenti 

f 3 — c z d = u 2 { -+- fl 2 rf ^=p,{* - m* =z p. 

Se dall* equazione 

** 3 a 2 * 4 4- 3 a 4 * 2 -h c+f 2 = p sì leverà 

la quantità a 6 -+• c 4 f* , s’avrà 
X 6 — la z x 4 ~t~ 3 a 4 x 2 — a 6 = — a* — c 4 /S 
cibila quale, estraendo la radice cubica 


s’avrà 1’ equazione depressa 

3 _ 

x 1 —a 1 =J/ r _ a s >* così di altre. 

i ; 7. Ridotta , come sovra , l’equa- 
zione nella sua sede, se ne farà la co¬ 
struzione geometrica o col mezzo di due 
curve, o coli’ usare la linea retta , ed una 
curva del grado indicato dall’equazione 
finale. 

Il metodo praticato nelle Sezioni co¬ 
niche per costruire le equazioni del ter¬ 
zo , e quarto grado col mezzo di due 
curve serve anche per le equazioni di qual¬ 
sivoglia grado. Per farne pratica abbiasi 
da costruire 1 * equazione finale f = a+c 3 . 
Si prenda un’equazione indeterminata ar¬ 
bitraria , in cui siavi {, e qualcheduna 
delle cognite contenute nella finale , e 
sia per esempio ay = f 2 , col sostituire 
nella detta finale il valore di , s’avrà 
a 3 y*{ = a 4 c J , e corretta l’espressione, 
sarà y 3 { = ac 3 ♦ 

Si costruisca il luogo geometrico 
EHBF colle solite direttrici BC, BD i 
prendendo y per ascissa , e f per ordi- 
nata nell’equazione ay = Si costrui¬ 
sca pure il luogo geometrico apparte- 
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reme all’equazione y J { = flc 3 , prenden¬ 
do pure y per ascissa , e ^ per ordina¬ 
ta , s’avrà la curva GHK , la quale in¬ 
terseca la prima nel solo punto H ; on¬ 
de , tirata H L paralella alla direttrice 
BD , sarà HL = { , BL = y. 

158. Sia proposto da costruire I’equa- 
F/cuha zione finale * s -f. a 2 x* = a 5 . Si prenda 
L1I# T equazione arbitraria ay = x 2 , e nella 
proposta sostituiscasi ay in vece di x 3 , 
s’avrà ayx + a'yx = a s , e, corretta 
r espressione , sarà y 2 x ayx =± a 3 . Si 
costruisca l’equazione ay = x 2 , prenden¬ 
do x per ascissa, s’avrà il luogo geo¬ 
metrico O F B O. Si costruisca l’altra 
equazione y 2 x -+• ayx = a 3 , s’ avrà un 
luogo geometrico, che ha tre rami, de* 
quali il solo EFG interseca in F il pri¬ 
mo luogo O F B O. Tirata pertanto F L 
paralella alla direttrice BD, sarà BL 
= x 9 LF =y. E però riescono inutili 
gli altri due rami H H, II. 

15 9. Importa sommamente osservare , 
che il metodo di risolvere le equazioni 
coll’ intersecazione di due curve non ser¬ 
ve per tutti i casi : imperciocché suc¬ 
cede talora, che le due curve o non 
somministrano un numero d’interseca* 
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Zioni Corrispondente a quello delle ra* 
dici reali dell’ equazione, o sommini¬ 
strano valori talsi. Per dare un qualche 
riscontro di questi inconvenienti * sia 
proposto di costruire con due curve 
V equazione x * a*x — a 2 f — a J = Si 
prenda l’arbitraria y z = ax~afi e si so¬ 
stituisca y z in vece di ax — a/, P equa¬ 
zione proposta riceverà questa forma x* 

^ a y z = Si costruisca quest’ equazio¬ 
ne colle note regole, prendendo x per 
ascissa, e s’avrà la curva LEF , che si 
dilata a misura , che s’ avanza verso H, 
avendosi in questa costruzione BL = a 9 

BE = £ a > KF 

struire I’ equazione alla parabola y* 

= ax — a/, la supposizione di y = * dà 
u=:(ix — a/, e quindi f=x da notarsi 
da B verso C, come BG, e sarà G ll FIGURi 
vertice della parabola IG 1 ; epperò, se LILL 
sarà le curve non si potranno 

intersecare , perchè 1* espressione di que¬ 
sta parabola ammette il solo ramo verso 
C , e quindi a tenore di questa co¬ 
struzione i tre valori dell’ incognita sa¬ 
ranno immaginari t lo che ^ impossibile! 


^ f . It JL. Nel co. 
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avvegnaché qualunque equazione di terzo 
grado aver dee una, o tutte e tre le 
radici reali. Se poi sarà /ca, come 
B M, allora la parabola OMO interse¬ 
cherà la curva FEL in due soli punti N, 
il che non può nè meno sussistere, do¬ 
vendosi avere una sola, o tre interse¬ 
cazioni. 

Altre volte succede poi ; che le due 
curve s intersecano in un numero di punti 
maggiore di quello, che si compete alle 
radici reali della proposra equazione, e 
che la costruzione somministra patente- 
niente dei valori falsi, del che si possono 
pure addurre vari riscontri. 

160. Affine di schivare gl’inconve¬ 
nienti descritti nell’ antecedente paragra¬ 
fo , d’ uopo è costruire le equazioni de¬ 
terminate per mezzo della linea retta , 
e di una curva del grado stesso, cui 
trovasi elevata 1’ equazione proposta. 
Questo metodo generalissimo sommini¬ 
stra sempre fedelmente tante interseca¬ 
zioni , quante sono le radici reali dell’ 
equazione proposta , e per mezzo di 
queste intersecazioni s’ottengono i pre¬ 
cisi valori dell’ incognita ; e occorren¬ 
do , che la retta, in vece di segare, 


toccasse la curva in qualche punto, s i 
considererà, che a questo punto corris¬ 
pondono due valori reali dell’ incognita 
fra loro uguali. 

Ella è poi cosa arbitraria usare qual¬ 
sivoglia delle equazioni appartenenti alla 
linea retta ; per altro 1’ equazione alla 
paralella riesce sempre la più semplice. 
Per far vedere 1* universalità di questo 
metodo , e per facilitarne la pratica, 
addurremo alcuni esempi, usando le di¬ 
verse equazioni appartenenti alla linea 
retta. 

161. Debbasi costruire l’equazione fi¬ 
nale y ì -h a z c = 3 a 2 y , si prenda Inequa¬ 
zione alla retta inclinata ay = cf, com¬ 
prendendo in questa le quantità cognite 
dell’ equazione proposta , e sostituiscasi 
q in vece di ay , s’avrà l’altra equa¬ 
zione indeterminata + a z c = }aq y che 
è pure del terzo grado come la propo¬ 
sta. Si consideri y per ascissa, e { per 
ordinata , e per costruire 1’ equazione 
ay = q si faccia I* ascissa BL = c , 1 ’ or¬ 
dinata corrispondente LK = a , e tirata 
k retta indefinita BK, questa sarà il 
!uogo alla linea retta. 


FlGUHA 
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Si costruisca I’ equazione y» a?c 

z= La supposizione di ^ = 0 dà 

y = ^da notarsi da B in H. La supposi- 

: ^ da notarsi da B in 
3 


zione di dà { = 


E. Coll* assegnare poi all* ascissa y dei 
valori positivi BF, BG , s*avranno le 
corrispondenti ordinate FI, GM = { 

= -- 9 on de si descriverà il ramo 


l ac 

EI Q M , il quale, perchè da E in Q 
presenta la sua concavità alla direttrice 
BC, e da Q verso M presenta la sua 
convessità, viene in tal guisa a interse¬ 
care la retta nei punti I, M , dai quali, 
tirate alla BD le paralelle IF, MG, 
si hanno nelle ascisse B F, B G i due 
valori positivi di y. Coll’ attribuire poi 
diversi valori negativi all’ ascissa y , 
s’avranno le corrispondenti ordinate po¬ 
sitive da B in H, e negative da H verso 
N , e il ramo EHO presenterà da E in 
H la sua concavità alla direttrice CBN, 
e da H in O presenterà la sua conves¬ 
sità , e s’avrà il valore negativo BN 
di y uguale ai due positivi B F , B G, 
come si conviene alla natura dell’ equa¬ 
zione proposta. 
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161. Se per costruire la stessa equa¬ 
zione y -+- a 2 c = 3<2*y si userà l’equa¬ 
zione composta alla retta inclinata c ^ 

= 3j, basterà sostituire il valore di y 

= nell’ equazione proposta , e , cor- ^ 

retta l’espressione, s’avrà l’altra equa¬ 
zione^ 3 = a*£, in cui, prendendo £ 
per ordinata, s’ avranno i rami G IO B , 

BHN. Col costruire adunque i due luo¬ 
ghi colle note regole , s’ avranno i punti 
d’intersecazione I, O , N. Li due primi 
somministrano i valori positivi B L , BK 
dell’ascissa y, ed il terzo BQ dà il va¬ 
lore negativo uguale ai due positivi in¬ 
sieme presi. 

163. Colla stessa facilità s’otterran¬ 
no fedelmente i tre valori reali dell' 
incognita nell’ equazione finale y 3 -t- a 2 c 
= se si userà l’equazione alla 

retta paralella, e per esempio 
bastando perciò sostituire { presa per or¬ 
dinata nell’ equazione proposta , e s’ avrà 
l’equazione per l’altro luogo y 3 -+- a a { 

:==: 3 a *y » onde , notata B E £ c , si FIGURA 
tiri E F I paralella alla direttrice B C, lvi. 
si costruisca l’altra equazione, e s’avrà 
il luogo corrispondente M F K. B H I , che 
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è segato dalla paralella IEF nei punti 
F y K. , I, dai quali tirate le F G , K L , 

1 N paralelle alla B D , s* avranno nelle 
BL, BG i due valori positivi di y, e 
nella BN il valore negativo uguale ai due 
positivi. 

Giova qui rammentare ciò , che al¬ 
trove è già stato avvisato, cioè che , 
qualora i due luoghi in vece d’interse¬ 
carsi si toccano, si hanno sempre nel 
punto del contatto due valori uguali dell’ 
incognita. 

164. Considerando le figure, che ri¬ 
sultano dalle costruzioni ( §. 161 , 162, 
163 ), si vede che, qualunque equa¬ 
zione s’adoperi per la linea retta, si 
trova sempre, che l’altra equazione som- 
ministra una curva particolare , la quale 
ha una posizione, ed un andamento di¬ 
verso, e che queste varietà non intorbi¬ 
dano in alcuna maniera la soluzione del 
problema ; per la qual cosa, siccome le 
fatte riflessioni non dipendono dal grado 
dell’ equazione , che si è costrutta, così 
si conchiude potersi esse riflessioni appli¬ 
care alle equazioni di qualsivoglia grado, 
come si fa nel seguente esempio. 
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165. Sia proposto di costruire l’equa¬ 
zione f s — /f >+* ac— a z df a l c^ = a+m. 

Si prenda V equazione arbitraria alla pa¬ 
ralella /n; e considerando y per or¬ 
dinata , sostituiscasi nell’ equazione pro¬ 
posta , e questa si divida per a 4 , s’avrà 
—/{ 4 ■+■ aci 5 —a * d{* + a 3 c\ 

Ty -= > 

Presa per tanto ^ per ascissa, si attri¬ 
buiscano alla medesima diversi valori po¬ 
sitivi , e s’ avranno, risolvendo sempre 
un equazione di primo grado ( §. 151), 
i valori delle corrispondenti ordinate y » 
col mezzo de’quali si descriverà la cur- FJGUR ^, 
va BEFGH1KLN. Se poi si attribuiranno lyii. 
valori negativi all’ascissa s’avranno 
gli altri rami a sinistra R S T. Ciò 

fatto , coll’ intervallo di y = m si noti 
la distanza BD , e dal punto D si tiri 
la retta D N paralella alla direttrice 
BC - 9 dai punti di contatto, o d’interse¬ 
cazione di questa retta colla curva 
descritta si tirino le E P, F Q , N C 
paraleile alla B D le corrispondenti 
ascisse B P , B Q, B C saranno 1 valori 
positivi di 

Occorrendo poi, che in qualsivo¬ 
glia equazione la paralella N D N segasse 
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i rami RST a sinistra di B , si tireran¬ 
no pure dai punti d’ intersecazione delle 
paralelle alla direttrice B D, e le ascis¬ 
se , che queste paralelle verranno a de¬ 
terminare nella direttrice C B T , som¬ 
ministreranno i valori negativi dell’ inco¬ 
gnita. 

Se nell’equazione proposta l’omo¬ 
geneo situato nell’ altro membro separato 
dall’ incognita sarà negativo, in tal caso 
si noterà il valore negativo di m da B 
in V, e si tirerà VO paralella alla BC. 
Finalmente , se l’omogeneo sarà formato 
dalla potestà di una sola lettera, e per 
esempio a 1 , si dovrà sostituire un ret¬ 
tangolo mn =5 a 2 , e s’ avrà a 7 = a s mn ; 
indi si prenderà m , o pure n per l’equa¬ 
zione alla paralella n = y, indi si ope¬ 
rerà come avanti. 

Se in queste costruzioni si userà la 
scala coi numeri nel modo altrove spe¬ 
cificato, si descriverà con maggior pre¬ 
stezza la curva ; chiaro essendo, che i 
problemi numerici si possono anche tutti 
risolvere col presente metodo, e occor¬ 
rendo , che i numeri fossero considera¬ 
bili , si cercherà di dividere le radici 
dell’ equazione , e per esempio, se si 
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vorrà costruire geometricamente F equa¬ 
zione numerica 

x s — 14*: 4 -f.3 ix 3 40.V 2 —5 1 2X-+-3 072, 

== basterà dividere le radici dell’equa¬ 
zione per 4 , scrivendo 
x i -24# 4 -t~3 2 x , ^-640x z —^ 1 2*+3 072 =0, 
4 16 64 256 1024 

e fatta la divisione, s’avrà l’equazione 
x s 6x+ -h 2.x3 1 ojc z — ir 4 . 3 = ^ 

che si potrà facilmente costruire* 
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LIBRO TERZO 


Del Calcolo Differendole. 


i66.1l Calcolo Differenziale , che 
inalisi delle quantità infinitamente piccio - 
le , o Metodo delle Flussioni &ol anche 
chiamarsi , ha per oggetto le quantità 
crescenti , ed evanescenti. 

Questo calcolo si adopera nella 
Geometria sublime , e serve per Sco¬ 
prire diverse proprietà delle curve, che 
non si potrebbero derivare altronde, se 
non con gran difficoltà. 

L’invenzione di questo metodo si 
attribuisce al Cavaliere Isaac Newton, 
dopo che l’insigne Cavallerio ebbe’ ec¬ 
citata P idea degl’ Indivisibili, ed è tal 
metodo per la sua semplicità , ed uni¬ 
versalità preferibile a quegli altri , che 
fin ora sono stati pubblicati. 


? 


Q 
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CAPO PRIMO. 

Delle Flussioni , o Differente di diverso 
ordine , e del Calcolo delle medesime . 

167. Le quantità infinitamente pic- 
ciole, di cui trattiamo , nascono sola¬ 
mente dalle grandezze variabili , che 
per ciò Fluenti si chiamano, come sono 
le coordinate di una curva, il corris¬ 
pondente arco ec. j imperciocché queste 
variabili, come già si è veduto, possono 
continuamente crescere, o pure sminuire, 
mentre che l’asse , il parametro , i 
diametri , ed altre simili linee sono 
costanti, ed immutabili ridia medesima 
curva. 

Le quantità infinitamente picciole 
nascenti, ed evanescenti si considerano 
minori di qualsivoglia grandezza assegna¬ 
bile , e si chiamano Flussioni , Diffe¬ 
rente , o Elementi delle variabili ; esse si 
distinguono in prime , seconde , terze 
ec. flussioni, o dicasi flussioni del pri¬ 
mo, secondo , terzo ec, ordine, o ge¬ 
nere, e si confrontano fra loro nella 
medesima maniera, che si pratica nella 


Geometria delle quantità finire , e de¬ 
terminate , di modo che, parificando flus¬ 
sioni del medesimo ordine , la loro ra- 
g!one si può esprimere con una quantità 
finita , ed assegnabile. 

Per darne un riscontro , sia ABC un 
triangolo di grandezza determinata , se 
la retta FH si moverà da C verso A 
sempre paralella al lato B C , succederà , 
che il triangolo HAF sarà sempre simile 
al triangolo A B C , quantunque i lati 
del picciol triangolo col continuo smi¬ 
nuire diventino infinitamente piccioli , 
e però sarà sempre AH : AF : : AB : AC, 

AB , r ’ 

ma AC 6 una g ranc * ezza assegnabile , 

t AH 

e finita, adunque sarà pure una 

grandezza ^assegnabile, e finita, ed uguale 

a ^ tra AL* ^* ccome le medesime con¬ 
seguenze hanno sempre luogo, di qualsi¬ 
voglia ordine diventino le quantità in¬ 
finitamente picciole AH, A F , purché 
Sminuiscano nella divisata maniera , onde 
1 antecedente sia sempre del medesimo 
ordine del suo conseguente , così si 
scorge, come ne jp att0 ^ c h e esse q Uant ijà 


figuhà 

LYIll. 
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svaniscano affatto col continuo decre- 
AH 

scere, sia tuttora ^j=r una quantità n- 
A 6 

nita , ed uguale alla data —. 

168. Dal ragionamento antecedente 
consegue, essere cosa affatto indifferente 
il considerare le flussioni come quantità 
finite , o come quantità , che appena 
cominciano a nascere, o nell’ atro , che 
svaniscano, ognivoltache si tratta sola¬ 
mente della ragione , che le flussioni 
hanno fra loro $ e perchè nell’uso, che 
si fa del calcolo di queste quantità, si 
tratta soltanto della ragione, e non già 
del valore assoluto delle medesime, cosi 
si comprende facilmente quanto vana sia 
stata la questione di coloro , che hanno 
voluto rendere sospetto d’errore questo 
calcolo, a motivo, che in esso per mag¬ 
gior facilità si maneggiano le flussioni, 
come se fossero quantità finite, ed asse¬ 
gnabili. 

Noi tralascieremo di addurre le di¬ 
mostrazioni comprovanti in tutto il rigor 
geometrico la certezza , e la precisione 
di questo calcolo, poiché abbiamo solo 
in mira i’ uso del medesimo , e basterà 



• ; 
avvisare , che il modo , con cui si 

maneggi questo calcolo , fa , che , 
quando due quantità finire differiscono 
fra di loro solamente per una prima flus¬ 
sione , esse quantità finite si possono con¬ 
siderare uguali. Lo stesso dicasi, se due 
prime flussioni differiranno fra loro sola¬ 
mente per una flussione di secondo or¬ 
dine j se due flussioni di secondo ordine 
differiranno fra loro solamente per una 
flussione di terzo ordine, e così di mano 
in mano. 

169. La linea, la superficie, il so¬ 
lido , e le altre quantità di quattro , 
cinque, sei ec. dimensioni hanno cias¬ 
cheduna le sue prime , seconde , terze , 
quarte, ec. flussioni, con questo solo di¬ 
vario , che le prime , seconde , terze ec. 
flussioni di una linea sono sempre linee , 
le prime, seconde , terze ec. flussioni 
delle superficie sono sempre superficj, le 
prime, seconde, terze ec. flussioni dei 
solidi sono altrettanti solidi , e così di¬ 
casi delle prime , seconde, terze ec. flus- 
s, °ni delle quantità di quattro, cinque, 
sei ec * dimensioni. 

Per vedere, come si consideri la 
ragione fra le prime flussioni lineari, 


246 

Figura su PP on g as * » che AMO sia una curva , 
l ix, la quale, da A andando verso O, s’al¬ 
lontana dalla direttrice AB, e sia A P 
l’ascissa, PM la corrispondente ordinata, 
se s’immagini, che l’ascissa AP cresca 
di una prima flussione PQ, dopo d’aver 
tirata Q O paralella alla P M, ed MR 
paralella alla AB, sarà R.O la prima flus¬ 
sione, o l’elemento dell’ordinata PM, 
e sarà MO la prima flussione , o l’ele¬ 
mento dell’arco AM. 

Tutte esse flussioni si notano col 
segno positivo, allorché si considera , 
che le variabili producenti le flussioni 
crescano ; ma, se si considera, che 1’ a- 
scissa AP sminuisca di una prima flus¬ 
sione PG, tirata GH paralella alla PM , 
ed HK paralella alla AB, sarà KM la 
prima flussione dell’ ordinata PM , e sarà 
MH la prima flussione dell’arco AM, e 
tutte esse flussioni si scriveranno col se¬ 
gno negativo per dimostrare, che le va¬ 
riabili , dalle quali esse derivano, vanno 
sminuendo* 

Se poi la curva L M N s’ accosta 
Figura alla direttrice A B , andando da A verso 
“• B, e l’ascissa AP cresce di una prima 
flussione PQ, tirata QN paralella alla 


PM, ed NS paralella alla AB, sarà SVI 
la prima flussione dell* ordinata P M, e 
sarà MN la prima flussione dell’ arco LM, 
dovendosi scrivere col segno positivo le 
flussioni deli’ ascissa , e dell’ arco , poi¬ 
ché queste variabili crescono , e si scri¬ 
verà col segno negativo la flussione dell* 
ordinata, poiché questa decresce ; ma si 
dovrà operare all* opposito , se 1’ ascissa 
AP decrescerà per una prima flussione PG. 

Finalmente , se le ordinate in ve¬ 


ce di essere paralelie fra loro verranno 
tutte dirette al medesimo polo, o foco 
F , come FG nella curva IGT , e f ar¬ 
co IG crescerà per una prima flussione 
GT, tirata la corrispondente ordinata 
FT , e dal centro F descritto P archet- 


Figura 

LKI. 


to GR, sarà RT la prima flussione dell* 
ordinata GF da scriversi positivamente , 
se la curva , andando da I verso G, 
s’allontana dal foco F; ma dovrà essa 
flussione avere il segno negativo, se la 
curva s’avvicinerà al foco. 


* 70. Le flussioni lineari del second* 


ordine si considerano nel seguente modo. 

Sia MNO una curva, di cui AR 
s * a P asse , A P P ascissa , e P M p ordi- Figura 
nata » e suppongasi per maggior sem- 


U* 

plicità, che le prime flussioni P Q, Q R 
dell’ascissa siano fra loro uguali, cioè 
che sia costante la prima flussione dell’ 
ascissa, saranno fra esse disuguali le cor¬ 
rispondenti flussioni NB, CO dell’ ordi¬ 
nata , essendo queste determinate dalle 
MG, NC paralelle alla AR ( §. 169 ). 
Per li pumi M, N si tiri la retta MNF, 
questa segherà la G O in F fra i punti 
O , G , se la curva sarà convessa verso 
l’asse, e al di sopra del punto O, se 
la curva sarà concava : in amendue questi 
casi sarà però sempre GF doppio di BN, 
poiché per ipotesi è GM doppio di BM, 
e sarà GC = CF = BN, e quindi sarà 
FO la differenza fra le due prime flus¬ 
sioni B N, CO dell’ ordinata. Questa 
differenza si chiama flussione di secondi 
ordine , o seconda differenza , e si scri¬ 
ve col segno positivo , quando CO > CF, 
come accade nelle curve convesse verso 
l’asse ARj ma si scrive col segno ne¬ 
gativo, se sia CO<CF-, come avviene 
nelle curve concave verso il medesimo 
asse. Queste seconde differenze vanno 
isminuendo nelle curve concave verso 
l’asse, allorché da questo s’allontana¬ 
no , andando da A verso R, e crescono 


nelle curve convesse j ma succede all’ 
opposito , qualora le mentovate curve 

s’ avvicinano ali’ asse nell’ andare da A 
verso R. 

La differenza, che corre fra le due 
prime flussioni MN, NO dell’ arco TM, 
si chiama seconda flussione dell’arco, da 
scriversi col segno positivo , o negativo , 
secondo che sarà NO maggiore, o mi¬ 
nore di M N. Continuando poi a ope¬ 
rare nella divisata maniera , si trove¬ 

ranno le flussioni terze, quarte ec. delle 
linee. n 

171. Gli Analisti si servono della let¬ 
tera d prefissa alla variabile per espri¬ 

mere le flussioni , e così dx esprime la 
prima, flussione dell’ ascissa x , dy espri¬ 
me la prima flussione dell* ordinata y , 
di esprime la prima flussione dell’ arco 
Per esprimere poi le seconde flussioni, 
si prefigge due volte la lettera d alla va¬ 
riabile, o pure si scrive d elevato al 

quadrato, e così ddx , ddy , dd{ , o pure 
d z x , d 2 y , d z i esprimono le seconde flus¬ 
sioni delle variabili x , y f f. Coll’ istesso 
metodo si procederà per scrivere le flus- 
s ‘°ni di altri ordini , onde dddx , dddy , 
ddd l 1 o pure d*x , dy , dy esprimeranno 
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le flussioni del terzo ordine delle variabili! 
x i 7 i e così si opererà per notare 
le flussioni di altri ordini. 

171. Dalle cose dette si deduce la 
Tegola per avere le prime flussioni di 
varie quantità lineari sommate insieme , o 
sottratte F una dall’altra , bastando perciò 
prendere la flussione di ciascheduna va¬ 
riabile solamente , e scriverla col segno 
medesimo della variabile * il complesso di 
queste flussioni sarà la differenza della 
quantità proposta. 

Per esempio la prima differenza di 
x+y—{ sarà dx-b dy — d l , la pri¬ 
ma differenza di —y *+- u —- ^ sarà — dy 
•+• du — d^ , la prima differenza di c+y 
-4- 1 sarà dy -+- d^ avvegnaché la co¬ 
stante c non ha flussione. Per la mede¬ 
sima ragione la prima differenza di x _ 

a ~~ y~^ b ~ h u sar à dx — dy -4- du 9 
poiché le quantità 0, essendo costanti, 
non hanno flussioni. 

173. Per osservare come nascono le 
differenze delle superficie , si consideri, 
Figura c h e nel rettangolo finito ABGF sia co¬ 
stante il lato FG = c, e variabile l’al¬ 
tro lato A F = x , e suppongasi, che 
questo cresca della prima flussione F K 
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<=zdx , tutto il rettangolo ABFG = c* 
verrà accresciuto del rettangolo FKGL 
z=cdx, e sarà questo accrescimento la 
prima flussione, o dicasi l’elemento del 
proposto rettangolo ex. 

Nell’ istessa maniera, se supponendo 
costarne il lato AF = b, sia poi varia¬ 
bile l’altro FG = y, si troverà, che cre¬ 
scendo FG per la prima flussione GM 
= dy , tutto il rettangolo ABGF = by 
verrà aumentato del rettangolo BMGN 
= bdy 9 e questo accrescimento sarà pure 
Ja prima flussione dello stesso rettangolo 
ABFG = by. 

Finalmente , se saranno variabili 
ambedue i lati AF = x , FG = y , e si 
supporrà, che ciascheduno d’ essi cresca 
di una flussione del primo ordine F K 
= dx 7 GM = dy , il rettangolo AFBG 
ss xy sarà accresciuto del gnomone 
B N P K F G = ydx •+■ xdy -H dxdy , in 
cui i due rettangoli FKGL = y^*, BMGN 
= xdy sono flussioni del primo ordine, 
poiché ciascheduno d’ essi è formato con 
un lato finito, e con l’altro infinità- 
niente picciolo ; ma il rettangolo GLMP 
e= dxdy è una flussione superficiale di 
secondo ordine, stantechè ciascheduno 


flGURÀ 

UUV. 
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de’ suoi lati è una quantità infinitamente 
picciola. 

174. Ciò, che detto è delle flussioni 
delle superficie rettilinee , si dovrà appli¬ 
care precisamente alle superficie curvilinee, 
ed alle mistilinee. 

Sia ASM una curva qualsivoglia 
colla direttrice AB delle ascisse. Suppon¬ 
gasi, che f ascissa AP cresca di una 
prima flussione PQ, l’ordinata PM pas¬ 
serà nella positura Q N paralella alla 
prima. Tirata pertanto dal punto M la 
ietta MR paralella alla AB, s’avrà il 
rettangolo P Q M R. per la prima flus¬ 
sione del mistilineo AMP , poiché è for¬ 
mato colla quantità finita PM, e coll’in- 
fìnitamente picciolo P Q ( §• 173), e il 
triangoletto MRN sarà un infinitamente 
picciolo superficiale di secondo ordine, 
poiché ciascheduno de’suoi lati è una 
quantità infinitamente picciola. Se dal 
punto A si tira la corda AM, e si suppone, 
che l’arco ASM cresca di una prima flus¬ 
sione MN, e si tira F altra corda AN , e 
fatto centro in A coll’intervallo AM si de¬ 
scrive l’archetto MO, il trilatero AMO sarà 
la prima flussione dell’area ASM, ed il trian- 
goletto MON sarà una flussione di secon¬ 
do ordine della superficie mistilinea ASM. 


Le cose dette intorno gli intima¬ 
mente piccioli di diverso ordine, allorché 
le coordinate crescono, si dovranno anche 
applicare nel caso, che esse decrescono % 
o che una cresca , mentre l* altra smi¬ 
nuisce; dovendosi sempre scrivere col se¬ 
gno più le flussioni delle variabili cre¬ 
scenti , c col segno meno le flussioni 
delle quantità evanescenti. 

175. Nella medesima maniera si po¬ 
tranno concepire le flussioni di diverso ge¬ 
nere nei solidi. Per esempio, se un pa- 
ralellepipedo acx avrà un solo lato va¬ 
riabile x , questo col ciescere della prima 
flussione dx diventerà x -t- dx , onde 
tutto il paralellepipedo sarà acx acdx , 
e la prima flussione, o 1* elemento dei 
solido acx sarà acdx . Se il paralellepipedo 
avrà due lati variabili , come c, *, y, e 
crescendo ciascheduno d’essi, diventino 
x ■+■ dx , y ~t— dy , esso paralellepipedo 
sarà cxy cydx •+- cxdy H- cdxdy , e 
la prima flussione del solido cxy sarà 
cydx+-cxdj', ma la flussione cdxdy sarà 
di secondo ordine , poiché è formata da 
due quantità infinitamente picciole. Fi¬ 
nalmente , se si supporrà, che le tre 
dimensioni del paralellepipedo siano va- 
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riabili, come x y y, « che ciasche¬ 
duna di esse cresca di una prima flus¬ 
sione , onde esse tre dimensioni siano 
x dx , y -+- dy , tutto il pa- 

ralellepipedo sarà xyf •+• y{dx x^dy 
-+■ xj d^ -t- {dxdy - 4 - ydxdi -+- -+- dxdyd £ , 

e quindi -+■ x^dy-r xyd^ sarà la pri¬ 
ma flussione del solido xy\: la quantità 
idxdy ■+• ydxd[ -+- xdydf sarà una flus¬ 
sione di secondo ordine, e sarà flussione 
di terzo ordine 1’ espressione dxdyd ^, 
poiché è formata da tre grandezze infi¬ 
nitamente picciole. 

176. Dalle cose dette (§§. i 7J , i 74 , 
175) si deduce, che per trovare la prima 
differenza di un prodotto di due, o più 
dimensioni basterà prendere la somma dei 
prodotti di ciascheduna variabile nella 
flussione dell’altra. 

Per esempio la prima differenza di 
xy sarà xdy -hydx , la prima differenza 
di ax{ sarà axd\ -H a\dx , poiché la co¬ 
stante a non ha flussione. La prima dif¬ 
ferenza di — xy{ sarà — xyd^ — x^dy 
— y\dx* Il primo differenziale di bcyu 
sarà bcydu -f- bcudy , poiché le costanti 
£, c non hanno flussioni. La medesima 
regola serve ancora per le quantità com- 
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poste, bastando perciò trovare la diffe¬ 
renza di ciascun termine separato , e 
scriverla col proprio segno, e così la 
prima differenza di axy — cy £ sarà axdy 
■+- aytx — cyd { — c^dy. La prima diffe¬ 
renza di X y — sarà xdy -+- ydx —■ ^ 
— ^ W{. La prima differenza di 4- x n 
sarà xyd{ x^dy -h 

•+“ {*“*• La prima differenza di ax 
yi *“ sarà adx -+- -•+- 

l d y ~~ cdu ^ » e così di altre quan¬ 
tità. 

177. Per trovare le prime differenze 
di una potestà qualsivoglia , basta fare 
un prodotto coll’ esponente della pote¬ 
stà nella quantità elevata allo stesso 

grado meno 1* unità , e moltiplicare il 
tutto nella flussione della quantità pro¬ 

posta. 

Per esempio la differenza di x* sarà 
3 x 2 dx , imperciocché essendo x 3 lo stesso, 
che xxx , il di cui differenziale è xxdx 
-+- xxdx xxdx (§. 1 76), col correg¬ 
gere l’espressione s’avrà 3 x*dx pel dif¬ 
ferenziale ricercato. Nell* istessa maniera , 
si troverà, che il differenziale di y 5 sarà 

7 

che il differenziale di sarà 


7 - — i j — , 

- { a {* di ; che il differenziale 

2 2 3 

- 2 r 2 “ “ 

di x s sarà - x 5 dx = - x s dx $ che il 
5 5 

differenziale di a* 4 sarà 4 ax*dx-, e così 
ancora il differenziale di c 2 a: 5 jy 6 sarà 
5 c 2 x+y 6 dx -+- 6 c 2 x'y*dy, il differenziale 
Li il 7 s 

di ax J sarà - ax J 7 ~ dr. 

3 9 

Siccome ciaschedun radicale si può 
esprimere in forma di potestà, così la 
medesima regola servirà ancora per tro¬ 
varne le prime differenze. Se il radi¬ 
cale y/lT' si esprimerà in quest’ altra ma¬ 


niera x 3 , s’ avrà - x 3 dx per la sua pri¬ 
ma differenza. Essendo il radicale 

9 

trasformato nella potestà imperfetta £ 4 , 


il suo differenziale sarà d{. 
il radicale trasformato in x 


Essendo 

3 s 



sua differenza sarà l x‘ j dx .+.1 x~y T dy, 
e così di altri. 

Per mezzo dell’ istessa regola si tro¬ 
veranno anche le differenze delle potestà 
composte: per esempio della potestà 

ax + x* la differenza sarà 

3 ~X.ax + x Xadx-bzxdxi della potestà 
_ ! 

ixu-jxy la differenza sarà j X V u-axy* 

Xjxrfa + {udx + xudi — **<ty — aydx. 

Del radicale composto ^ex *—, dopo 
d’ averlo trasformato nella potestà im- 

X 

perfetta il differenziale sarà 

I __ l 

4 Xcx'-y 2 ^ Xjcx*dx~ lyi'dy -i y*tf{ J 

^el radicale v/Vy-*- y 3 5 dopo d* esser tra- 
s ormato nella potestà imperfetta 

. 1, * j 2 

« y-y 5 > , la differenza sarà - Xa’vn-v" 3 * 

R 5 1 


* 5 * 

4 _ 

Xj a j del radicale Ito, 

dopo d’averlo trasformato nella potestà 

5 

c x 2 — y* ^ 4 , la differenza sarà 

i 

4 Xcx 2 — y 2 f 4 X — 2j^dy — y 2 df , 
e così di altre potestà, o altri radicali 
più composti. 

178. Per avere le prime differenze 
di una frazione convien scrivere un al¬ 
tro rotto, il cui numeratore sia il pro¬ 
dotto del denominatore nella flussione 
del numeratore, meno il prodotto del 
numeratore nella flussione del denomi¬ 
natore, il tutto diviso pel quadrato del 
denominatore della proposta frazione. Per 

esempio della frazione ~ la prima dif- 

% ydx — xdy , t 
fer^nza sara 1 —p— i imperciocché , 

. ac , 

se si suppone ~ = {> sara * = y\ 5 e 

trovando la differenza di quest’ equa¬ 
zione , s avrà dx = yd{ "+• {dy , e quin- 

t dx — 7dy , .... , 

di-~ s= di j sostituiscasi ìu quest 



equazione in vece di i il suo valore 
uguale si avrà 

dx—xdy __j ydx—xdy ^ 

y y 

y 

ferenziale di ^ = * sarà — 

- y y a 

Applicando pertanto la data regola ge¬ 
nerale, si troverà, che il differenziale 

di l sara --Li . che la dif . 

ferenza di - sarà — , poiché la co- 
stante c non ha flussione. La differenza di 

Q- ^ (ldx c~^~ V 

-sara — —5 la differenza di — sarà 
x ^ 

tfy—cdi—ydi x 

a j la differenza di-- sarà 

\ c — x 

cdx — xdx+xdx c dx 

— 2 ^ a , la differenza di 

C—X C mmmm x 

sarà sy<<i+-5iJy — sy?^?» 


Ossia Saydi+ sa^dy* SytfV*" SVfy — 5 y{d {, 




*6o 

e correggendo l’espressione, sarà 
5 *yd[ + s a\dy + 5 ydy j la differenza 


*y— V 


a+l 

ay ^ 3 ~^-dx —• 2 , x-^-ay — ^ 3 


*y—r 


di 


La differenza di ay+ x * sarà 

~r~ 


3 ? a Xdy*-z a ^5Lady + ixdx 
~ 

La differenza di cy"-+yi 2 
V ax— x* 


-- 

* 7 foXay * * 3 . 

_j 

= cy'+n* sarà 

_ » 

ax—x 3 a 



5 X cY 2 , + , y^ 1 X icydy+l 9 dy+xy\d\ 

ax—x* 


*“ "a Xfy’^yr Xax—x' hLadx — ixdx 


ax—x * 
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Della quantità a * — *»X vV+z 

=a a — x*X a ■+. x la differenza sarà 

^ i 

— ixdx&a + x X a + x 

Xdx. Della quantità cxy ■+■ d * vV — y v 
la differenza sarà 

_i _ t 

4 ^Lcxy + i‘ ^-cxdy 4- cydx 3 d\ X a 5 -y 5 

_ 4 I ,_ , 

*«T+C X ~ X a 3_y3 s X-3jVy 
e così di altri. 

179. Le regole date per trovare le 
differenze del primo ordine servono pre¬ 
cisamente per ricavare anche quelle del 
secondo ordine, del terzo ec. 11 calcolo, 
che tratta delle seconde, terze ec. diffe- 
renze, suol chiamarsi Differendo - diffe- 
re ndale. 

Sia proposto di trovare la seconda 
differenza della formola del primo gra¬ 
do ydx — xdy-, se in questa non si con¬ 
sidera nessuna delle flussioni lineari per 
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costante, la ricercata differenza sari 
dydx ■+- yd 2 x — dxdy — x d z y = yd 2 x 
— xd l y. Se poi si considera la flussione 
dx per costante, il differenziale ricer¬ 
cato sarà dydx — dxdy — xd z y = — xd 2 y. 
Finalmente, se si supporrà costante la 
flussione dy , sarà dydx -4- yd 2 x — dxdy 
= yd 2 x la seconda differenza ricercata. 

La seconda differenza di sarà 
di 

dxd { 2 ■+■ ld\i'x — l<ì*d*i 
-^-, se non si sup¬ 
pone nessuna flussione costante , ma, 

, , dz*dx-—ldxd*l 

supposto dx costante , sara - 1 —— - 

la differenza ricercata ; e finalmente, 
prendendo per costante, sarà 
di'dx + idid'x didx + ld'x , 

-—-=---- la differenza 

d l di 

ricercata. 

Della frazione xdx •+■ ydy , prendendo 

^X* H-y 3 

dx per costante, la seconda differenza 

sarà __ 

dx ‘ -irdy'+yd*ylWx 1 +y 1 — x dx-ydyXxdx-bydy 


x 1 + y 2 



i6s 

osia x'dy* + * a yd a y+y t </je a -»-y J ^ :, y — ixydxdy 


x 2 -+- y 2 

prendendo poi dy per costante, la djffe- 

renz a sarà _ _ 

dy 2 +dx*+xd t xVx'~ i-y 1 — - ydy&xdx+ydy 

^ x 2 -4-y* 

* 2 -+■ f 

Finalmente , considerando variabili ambe¬ 
due le prime flussioni dx , dy , la seconda 
differenza sarà 

d.r+ xd'X+ dy 1 +yd'y V * 2 ■+■ y 1 — -y<ty ^ + .Y'fy 


^ + y l 

Colle medesime regole si troveran¬ 
no ancora le seconde differenze delle 
formole di secondo grado. Per esempio , 

se nel differenziare la forinola di se- 

* 

condo grado dx'+dy'Vdx*+dy' = dx'+dy % 
I Zdxd'y — dxd'y 

si prende dx costante sarà 

\ X ìdy&y Xdz*+dy* 


i 6 4 

__ 

X dxd 2 y *+• dxd*y X ahr* -j- </y= 
dx z d 2 y~ 

T ipotesi di dy costante ripugna in que¬ 
sta forinola, poiché contiene di già la 
seconda differenza d*y. Finalmente , se 
si supporranno variabili ambedue le pri¬ 
me flussioni dx, dy, l a seconda dl ' ffe . 
renza ricercata sarà 

3 ___JL 

2 X 2. dxd*. y -*-1 dyd 2 yX dx* -¥-dy* X — dxd z y 

dx 2 d 2 y 2 

3 

•+- dxd 3 y -f_ d 2 xd 2 y X ~4~ 
d* 2 d 2 y 2 

Con un somigliante metodo si pro¬ 
cedra negli altri casi ancora più compo¬ 
sti; dovendosi però qui notate, che la 
supposizione di una prima flussione cos¬ 
tante rende più brevi, e facili i calcoli- 
e perchè tale supposizione è in man no¬ 
stra di farla senza pericolo, che da ciò 
ne nasca errore, così in avvenire useremo 
sempre questo ripiego. 
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CAPO IL 

Data t equazione di una curva , trovare 
cosa sia la tangente , la sottotangente , 
la normale , la sottonormale , e se la 
curva abbia assintoti obbliqui all' asse • 

180. L applicazione, che si fa del 
Calcolo differenziale nella risoluzione di 
questi problemi, si chiama Metodo delle 
Tangenti , in cui s’adoperano solamente 
le flussioni del primo ordine. Questo me¬ 
todo serve ugualmente per le curve alge¬ 
briche , e per le meccaniche, col solo 
divario, che nelle prime una sola formola 
basta per trovare ciò, che si ricerca, in 
vece che nelle curve trascendentali è ne¬ 
cessario di trovare formole diverse, la 
cui costruzione dipende dal modo, col 
quale la curva meccanica è stata generata. 

Noi principieremo dalle curve geo¬ 
metriche , cercando in esse cosa sia la 
sottotangente , poiché da tale scopri¬ 
mento si può poi colla sola geometria 
ordinaria trovare il valore della ran- 
g en *e, sottonormale , e normale. 
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F lxv RA l8la $ ia AMO una curva algebrica 
qualsivoglia, che da A inMsi scosta dall’ 
asse AB , e sia T M N la tangente , P T 
la sottotangente, AP f ascissa =x, PM 
P ordinata = y , e sia P Q una prima 
flussione = dx , la corrispondente ordi¬ 
nata QO sarà y -+- dy ( §. 169 ). In 
oltre, perchè la differenza O N fra le 
prime flussioni RN, RO è una flussione 
di second’ordine ( §. i 7 o ), e che le 
due superficie M R O , M R N hanno di 
comune la prima flussione MR , così esse 
flussioni RN, RO si potranno considerare 
uguali ( §. 168 ) , e si potrà pure con¬ 
siderare , che il mistilineo MRO s’adatti 
esattamente al triangolo rettilineo MRN j 
quindi ne consegue, che essendo P ordi¬ 
nata QN paralella alla PM, il triangolo 
MRN , che Caratteristico suol chiamarsi, 
sarà simile al triangolo TPM, onde 
avremo RN : RM : = PM : PT , o sia 

in termini analitici dy : dx = y: 

d y 

= PT, formola generale per la sotto¬ 
tangente delle curve algebraiche , che 
hanno le ordinate paralelle. 
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Per applicare questa formola nell’ 
indagare la sottotangente delle curve 
particolari, di cui sia data 1 equazione , 
basterà trovare la differenza della pro¬ 
posta equazione , e da questa equazione 

dx 

differenziata ricavare il valore di , se 

d Y 

questo valore si sostituirà nella formola 
generale, s’otterrà quello della sotto¬ 
tangente della proposta curva. 

182. Per addurre alcuni esempi , ab¬ 
biasi la curva dell’equazione px=y 2 > 
di cui si cerca la sottotangente. Col 
differenziare quest’ equazione , s’ avrà pdx 

— i\Jv, onde - = — . Sostituiscasi 
J rfy P 

questo valore nella formola generale 
della sottotangente ( §. 1 8 1 ) , s’avrà 

= yX — = —, e sostituito px in 

dy P P 

3 ipx — ir va- 

vece di y , sara — =-* 1X va 

P P 

lore ricercato della sottotangente TP, 
la qual cosa è conforme a quanto è 
stato dimostrato nella parabola appolo- 
niana, a cui la proposta equazione ap¬ 
partiene. 


Figura 
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Abbiasi 1 * equazione y 1 = a x — x 1 i 
della di cui curva si cerca la sottotan¬ 
gente. Col differenziare l’equazione 
s avrà 2 ydy = adx — 2 xdx , e quindi 

dx 2Y . . 

■7- = —-—, e sostituendo questo va- 

dy a — zx 1 

lore nella forinola generale della sot¬ 
totangente, s’avrà y ~ = yx zy ~ 

dy a—IX 


2 r a 

_ 9 e surrogato ax — x 2 in vece 


diy 2 , sarà- 


zax~~ zx * 

a _ rr — — -,valeadire, 

a — zx a — zx 

che la sottotangente del cerchio eucli¬ 
deo, a cui la proposta equazione ap¬ 


partiene, è quarta proporzionale dopo - 

— x , a — x , ed x . 

Sia proposto di trovare I a sottotan- 
gente della curva xy = c », che è T iper¬ 
bole fra gli assintoti AP, AO. Si dif- 
ferenzi l’equazione, e s’avrà xdy+-ydx 
= *, poiché la costante c 2 non ha flus- 


• • . xdy 

siom, e quindi dx= -. Sostituis¬ 


casi 

rale 


questo valore nella formola gene- 
ydx ydx x 

— ,s’avra*— = yX — - = — * , 
dy dy y 


vale a dire , che in questa curva KLM 
la sottotangente PQ è uguale all’ ascissa 
AP, ma dee essa sottotangente notarsi 
dalla banda opposta , cioè da P verso 
Q per essere negativo questo valore , 
in vece, che nelle altre curve esami¬ 
nate la sottotangente si è segnata da P 
verso T, perchè il suo valore è po¬ 
sitivo. 

Per avere la sottotangente della 
parabola del quinto grado px+ = y* , 
se ne differenzi 1* equazione , e sarà 

4px‘dx = 5 y*dy , — = e sosti- 

dy 4p x 5 

tuendo nella formola generale questo 



• • , sy 

e sostituito px 4 in vece di yK sarà -- 

4 P x 


= 7 = - x 9 valore della sottotan* 

4P* m 4 9 

gente ricercata. 

Per avere la sottotangente della 


Versiera, la cui equazione è y* = 
col differenziare quest’equazione, s’avrà, 
laydy _ ixydy = y 2 djc , j- 


17° 

■— Ìf2 _ , e sostituendo nella fot- 

a a H-j a 

mola generale questo valore 9 sarà 

y doc == y X ~~— , e surrogato in 
dy J a'+y* 

tl ^ OC 

vece di v 2 il suo uguale- 5 sara 

J a—x 

xa y* — 2 xy' z a^a'x zx'ka'x 

a'+y* a ~~ x _ a —* 

a 2 -f• a z x 


a — x 

.— va j ore d e ll a sottotangente 

ricercata, la quale, come appare , è 
quarta propotzionale dopo a , sa 1 
ed x. 

Per avere la sottotangente della 
Cissoide y 2 = —— 9 col differenziare , 

- X 

s’avrà i ayiy — fi* — «ydy = 3*Vx , 

__ ìa> z;r y, e sostituito questo va- 

* 3 "‘ +r ' 

lore nella forinola generale, sarà — 
- f to*r-**r _ e surro- 

3 x a *+-y a 

gato in vece di y 2 il suo uguale, sarà 


3 x‘+y' . -— 

a — x\ìX 2 

a—x 

—-— valore della 
3 a — ix 

a —* 

sottotangente ricercata. 

Nell’ istessa maniera si opererà per 
avere la sottotangente di qualsivoglia al¬ 
tra curva geometrica, di cui sia data 
F equazione. 

183. Ritrovata la sottotangente di una 
curva, sarà facilissimo avere per mezzo 
della Geometria ordinaria il valore della 
sua tangente, della sottonormale, e della 
normale. 

A tal fine si noti il valore della 
sottotangente da P in T 5 e siccome è 
anche cognita 1* ordinata PM , e che il 
triangolo TPM è rettangolo in P, così 
sarà anche cognita V ipotenusa T M 

PT -+- PM valore della tangente. 

Dal punto M si tiri MF normale 
3‘la TM, e si rifletta, che il triangolo 
TMF rettangolo in M è diviso in due 
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triangoli simili TPM, PMF dalla MP 
perpendicolare alla base T F, quindi è, 
che essendo data la sottotangente PT, 
e T ordinata P M, si determinerà con 
ciò il valore della sottonormale P F , 
poiché avremo PT : PM = PM: PF 

= —. Finalmente dal ritrovato valore 

PF si ricaverà qu ello della normale MF 

= |/pM-t-PF a causa del triangolo 
PMF rettangolo in P # 

184. Se in vece di cercare colla geo¬ 
metria ordinaria il valore della tangente , 
della normale, e della sottonormale si 
cercherà per mezzo del calcolo differen¬ 
ziale, converrà instituire le formole per 
ciascheduna di esse linee, non essendo 
poi in questo caso necessaria la cogni¬ 
zione della sottotangente. 

Supposte pertanto le costruzioni dei 
§§. 181, 183 , si rifletta, che nel trian¬ 
golo caratteristico M R N rettangolo in 
R, essendo RM = dx , RN = dy , sarà 

l’ipotenusa MN = Vdx 7, -+* dy 2 e quin¬ 
di nei triangoli simili M N R, TPM 




avremo RN : MN = PM : MT^cioè 


djc % 


“ dy 


- y . y ^dx - +Jy » 

y 


dy : 

MT , forinola generale per la tangente. 

nwt T P wn è SOno P ure simili 1 triangoli 
RMN, MPF, si ha MR : RN = PM : PF, 

cioè dx : dy = y : ^ = PF, forinola 
generale per la sottonormale. 

Finalmente coll* insrituire 1’ analo¬ 
gia MR : MN = PM : MF , o sia dx 


• Vlix* + dy rr= y : X ^dx >-*-dy À _ 

djc 9 

si ha la forinola generale per la nor¬ 
male MF. 

185. L’ uso delle ritrovate formole 
(§• 184) non è punto diverso da quello 
delia tormola per la sottotangente (§. 182). 

Uebbasi per esempio trovare la sot¬ 
tonormale della parabola cubica p 2 x=y ( . 
Uopo d aver differenziata quest’ equa- 

zione, s’avrà p 2 dx = ìy >dv, e — ==-. 

3 /" dx 


Sostituiscasi questo valore di ~~ nella for- 
mola generale della sottonormale (§. 184), 



= = C = PF vaio» 

dx 3 y . W 

della sottonormale ricercata. 

Se si vorrà avere la tangente di questa 
curva, si sostituirà nella formola generale 
della tangente in vece di dx il suo uguale 

}! , e sarà 

P ' _ _ __ 

y Vdx^df — y\J 9y*dy* + dy x 
dy V r 
_ dy 

== j I/ 9 y 4 Hh P 4 , e sostituendo, ancora 

' f 4 

jr# in vece di y # , sarà 

y |/ J j/W +7= TM. 

Finalmente , se si surrogherà il va¬ 
lore di dx nella formola generale per la 
normale, s’avrà y J ^dx 2 dy 2 
dx 


=>v 


_ I / 9y*dy*+dy % __ ^filili t 


e sosti- 


3y 


3r a ^r 


tuendo in vece di p 2 il suo uguale— , sarà 

= j sss y^9* a + y* 


3J 

valore della normale ricercata MF. 

Nell istessa guisa si procederà per 
avere il valore delle mentovate linee in 
qualsivoglia altra curva geometrica. 

186. Ultimamente, affine di determi¬ 
nare se una curva AM, la quale si sco¬ 
sta dall asse AB, andando da A verso 

ip 3 I3 t Un c ì ua ^ c ^ le assintoto inclinato 
all asse , basterà considerare, che la tan¬ 
gente T M diventa assintoto , allorché figura 
rocca la curva in un punto M infinita- LXV1II> 
mente distante dal vertice A, e che in 
questo caso le coordinate AP , PM di¬ 
ventano ambedue infinite ; ma la distanza 
tra il vertice A, ed il punto T, in cut 
assintoto sega l’asse prolungato, rimane 
tutt ora quantità finita. 


Due cose pertanto convien ritrovare, 
affine di determinare, se una curva abbia 
Asintoti obbliqui all’ asse. 

i.° La distanza tra il vertice A 
e la curva , ed il punto T, in cui l’as- 


iy6 

sintoto interseca 1 * asse AB prolungato. 

i.° L’angolo MTB formato dall’as¬ 
intoto colf asse. 

187. Per trovare la distanza AT tra 
il vertice della curva, ed il punto d’in¬ 
tersecazione dell* assintoto coll’ asse , si 
cercherà prima d’ ogni cosa il valore della 
sottotangente della proposta curva , da 
questo valore si sottrarrà fascissa, e con¬ 
siderando indi, che nell’avanzo i termini, 
i quali contengono le variabili x , y, 
sono infinitamente grandi rispetto a quelli, 
che sono formati con quantità costanti, 
si cancelleranno questi, e i termini re¬ 
stanti somministreranno un valore finito 
per f intercetra AT. 

Per esempio della curva ay 1 = acx 

H- ex 2 la sua sottotangente TP = - » 

da questa si sottri fascissa x , e corretta 
1 espressione , s avra , nella quale 

espressione, cancellando il termine a del 
divisore come infinitamente picciolo ris¬ 
petto all’ altro termine ix , si ha = ~ 
c= AT quantità finita. 


Della curva y* — x* = cxy la sot¬ 
totangente TP =——— , da cui sot- 
3* a ■+■ cy 

tratta l’ascissa x, e sostituito 3 cxy pel 
valore di ^yi — 3^^ , si ha d’ avanzo 

cxy 

'JZF+Zy > nella qual espressione, cancel¬ 
lando il termine cy , perchè infinita¬ 
mente picciolo rispetto all’altro 3** , si 

— 3 X = AT quantità finita ; im¬ 
perciocché , essendo nella medesima cur¬ 
va costante, e finita la ragione - , sarà 
per conseguenza anche . tale P espres- 

cy 

sione —; 
l x 

Della curva y 3 = ax À — *3 la sotto¬ 
tangente TP =— ì — da cu j sottratfa 

0 

1’ ascissa x , si ha V avanzo -—7 , e 

cancellando il termine 1 a , che riesce 
infinitamente picciolo rispetto all’ altro 

„ . ax & 

termine 3 x , si ha — = — : = A T 

”3 X 5 

quantità finita; dovendosi però in questo 
caso notare il punto T da A verso B, 


figura 
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giacché il valore di Al risulta negativo,* 

Se poi avvenga , che il valore di 
AT riesca immaginario, come succede 
nella parabola appoloniana, ed in altre 
curve j allora saremo certi, che la curva 
non ha assintoti inclinati all* asse. 

188. Affine di determinare . 1 * angolo 
MTA formato dall’asse AB coll* assintoto 
TM, che si suppone toccare la curva 
AM nel punto M infinitamente distante 
dal vertice A , si tiri da questo punto 
all’ asse AB la perpendicolare AK, [e si 
rifletta, che il triangolo T A K è simile 
al triangoletto caratteristico M N R per 
essere MR parcella alla T B, e quindi 
sarà MR : NR = AT : AK, cioè dx : 
dy = AT : AK. 

Ciò premesso, della curva propo¬ 
sta, e per esempio ay 2 = a cx -+- ex 2 , 
di cui si cerca l’assintoto, si differenzi 
l’equazione, s’avrà iaydy= a cclx-+-icxdx. 
Se si risolve quest’ equazione in analo¬ 
gia , si ha dx : dy = *ay : ac *cx , ma 
alla prima ragione dx : dy è anche ugua¬ 
le quella di AT : AK, sicché s’avrà 
2ay : ac *+• ìcx = AT : AK. In questa 
analogia si sostituisca il valore di AT 
ritrovato a tenore dell’ antecedente par 
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ragrafo, il quaj valore nel nostro caso 
è -f_, e si scancelli il termine a c 9 

che riesce infinitamente picciolo ris¬ 
petto all* altro 2 ex, sarà iay 
a ex n 

: 2 cx=—: AK = —. Pertanto, se si 

2 zy 

farà AK = —, e si tirerà la retta TK, 

iy 

questa sarà l’assintoto ricercato. 

Così ancora della curva y ì — x * 
= cxy essendo P equazione differenziale 
-7 3 **dx = cxdy -+- cydx , s’avrà 
( risolta in analogia ) Jx : dy = 3jv 2 — ex 
: 3X 2 ey = AT : AK, e sostituendo in 
essa il valore di AT ritrovato a tenore 
dell* antecedente paragrafo , s’avrà iy l 

c Y 

— ex : 3* a +c v = — : AK , e scan- 

3 ^ 

celiando nella prima ragione i termini 
ex , cy , poiché infinitamente piccioli 
riguardo agli altri 3 y 1 , jx*, sarà 3jr* 

: — AK. Pertanto se si 

3 * 3 / 

farà AK = -, e si tirerà la retta TK, 
3 J . 

questa sarà Passintoto ricercato, e cosi 
di altre curve. 
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i§9* La formola generale per la sotto¬ 
tangente *—-(§. 181 ) , sebbene sia 


costrutta nella supposizione, che AB sia 
asse della curva, si troverà , ciò non 
ostante, che non si muta , quantunque 
si supponga, che A B sia un diametro 
qualsivoglia ; onde la stessa formola serve 
per tutti i casi, e si potrà pure colla 
cognizione della sottotangente trovare la 
normale, la tangente, e la sottonormale 
di qualsivoglia diametro per mezzo della 
Geometria ordinaria. 

Se poi queste linee si vorranno tro¬ 
vare per mezzo del calcolo differenziale, 
prescindendo dalla cognizione della sotto¬ 
tangente, converrà aggiustare le formole 
addotte ( §. 184 ). 

190. Le formole ritrovate ( §, 18 1 , 
184 ) per le curve geometriche, che 
hanno le ordinate fra esse parafile, ser¬ 
vono pure per le curve della stessa spe¬ 
cie , le cui ordinate sono riferite a un 
Foco, Ombellico, o Polo, 
t Sia A M O una curva algebraica , 
le di cui ordinate MF sono tutte diret¬ 
te al foco F. Suppongasi tirata la tan¬ 
gente M T alla curva. Dal punto F alla 
MF s’alzi la perpendicolare FT. In ol- 
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sre suppongasi, che MO sia una prima 
flussione deli’ arco AM, e che dal cen¬ 
tro F sia descritto l’archetto MR, e ti¬ 
rata 1’ ordinata F O, sarà il mistilineo 
MOR uguale al triangolo caratteristico 
MNR , e questo sarà simile al gran trian¬ 
golo TMF j imperciocché, essendo RO , 
RN due prime flussioni, ed NO una se¬ 
conda flussione (§ 79 ) , ed essendo la 
prima flussione MR comune alle due su¬ 
perfìcie MNR, MOR , si potranno con- 
siderare come uguali le due prime flus- 
stoni RO, R N, e conseguentemente 
uguali le due superficie MNR, MOR, 
e però la retta M N coinciderà, e si 
confonderà colla flussione MO. 

Ciò premesso si rifletta, che nel 
triangolo MNF l’angolo esterno TMF, 
è uguale ai due interni opposti MNF, 
MFN ; ma essendo f angolo MFN infi¬ 
nitamente picciolo, sarà l’angolo TMF 
uguale al TNF (§. ^8)} e perchè l’an¬ 
golo M R N = M F T , srantechè sono 
ambedue retti per costruzione, giacché 
1’ archetto M R si confonde colla tan¬ 
gente dell’ angolo MFR, così sarà F an- 
g^o rimanente NMR uguale all'altro ri¬ 
manente MTF , e conseguentemente si¬ 
mili i due triangoli MNR , TMF. 
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Chiamando pertanto MF = y } sarà 
RN = dy , e chiamando 1 ’ archetto , o 
la perpendicolare MR = dx , s’ avrà 
NR : MR = MF : FT, o sia dy : 

= v ; = FT, formola per la sotto- 

J dy 

tangente perpendicolare all’ordinata FM 
riferita al foco F. 

Con un somiglievole ragionamento 
si troveranno le formole per la tangente, 
normale, e sottonormale. 

Per avere poi il valore di esse li¬ 
nee col mezzo delle ritrovate formole, 
e della particolare equazione alla cur¬ 
va , basterà operare come si è fatto fin 
adesso. 

191. La norma data per trovare la 
sottotangente nelle curve algebriche ser¬ 
ve anche per le curve trascendentali ; 
ma la formola della sottotangente di que¬ 
ste curve varia a misura, che esse sono 
generate con modo diverso. Tutto il di¬ 
vario adunque riducesi nel ritrovare que¬ 
ste formole, del che faremo qui una 
breve pratica. Sia AMC una curva mec¬ 
canica coll’ asse AB, e colle ordinate 
paralelie, e sia nota la relazione della 
sua ordinata MF, 0 pure PM col cor- 
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rispondente arco A E F della curva ge¬ 
nitrice A F K. Per trovare la forinola 
della sottotangente , si supponga tirata 
la tangente MT, l’ordinata QN infi¬ 
nitamente vicina, e paralella alla PM, 
e la retta M G paralella all’ asse A B* 
Si chiami Ap = x , PM={, sarà PQ 
= M G =dx y GN=(f|'; e perchè il 
triangolo caratteristico MGN è simile 
al M P T, per le ragioni già altrove ad¬ 
dotte , sarà NG : GM : =MP : PT, 


ossia : dx ss= ? : Ijf = P T , formola 
di 

ricercata. 

Se in vece di prendere P M per 
ordinata si prende FM, e si chiama 
FM = «, P F = y, sarà P M = « + y, 
e tirata dal punto F la retta F L pa¬ 
ralella all* asse , sarà L K = dy , e dal 
punto M tirata M O paralella all’ ar¬ 
chetto FK, sarà NO =du, G O = K L 
= dy , onde sarà G N = du dy, 
S’avrà pertanto NG:GM=MP:PT, 

. , . , , u+yXdx 

cioè du dy : dx = u y : —— J - 

J du+dy 

= PT, altra formola per la sottotan¬ 
gente della curva meccanica colle ordi¬ 
nate paralelle. 
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192. Per fare uso delle costrutte for¬ 
inole ( §. 1 9 1 ) , debbasi trovare la sot¬ 
totangente P T della cicloide A M C ge¬ 
nerata dal cerchio euclideo A F B , in cui 
sia il diametro AB = ir , la semicircon¬ 
ferenza A F B = c , la retta Rf — a 
3 ’arco AEF=r, l’ascissa AP = x fori 
dinata PF del cerchio == y , ] a rett ’ a PM [ 
= {> sarà l’ordinata MF = ? — y e 
quindi a,=c { -cy (§. Il6) sarà |' ’ 
zione alla cicloide, e sarà VT^~~P = y 
l’equazione del cerchio generatore. 

Si differenzi I’ equazione della ci¬ 
cloide , e s’avrà adt = cd f _ c dy , onde 
adt -t- cdy . 

= - -* e sostituendo il valore 

di d1 nella prima formola della sottotan¬ 
gente ritrovata ( §. 1 91 ) , sarà 

\dx c\dx 

~dt ~ Tdt+cdy' ° alla C l ual «pressione si 
faranno svanire tutte le flussioni, col 
esprimere per dx i valori di di, dy , 
onde si avrà in termini finiti la sottotan¬ 
gente ricercata. 

Per divenirvi si rifletta, che il tri¬ 
angolo caratteristico FKL rettangolo in L 

somministra FK = ]/ FL +KL, ossia dt 


= Vdx % Differenziando poi l’equa¬ 
zione al cerchio, si ha dy = - **** =£ 

V 2xr — oc* 

e però , se si sostituita questo valore di 
dy nell’equazione dt~Vdjo- +dy' , sarà 

^ I / dx z r 2 dx z — irxdx 2 x l dx z 

* ±rx — x z 


C °1 surrogare questi va¬ 
lori di dt , e dy in quello della sotto¬ 
tangente , s avrà 

czdx 

i .___i_ 

C i X — ardx crdx — cxdx 

adt h- cdy ' iy = 

J r ìrx — x l 


adt -i- cdy 

_ c { Virx — x 2 
ar+cr — ex' 


-, valore della sottotan¬ 


gente PT. 

193- Per applicare ai casi particolari 
la seconda formola ( §. 191 ), suppongasi, 
che la curva genitrice sia la parabola 
appoloniana dell* equazione px = j*, e 
sia AP = x , PF=J., FM = a, l’arco 
AEF = t , la retta BC = a , e la semi- 
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parabola AFRI = c ; onde abbiasi I’ equa¬ 
zione alia cicloide at = cu y differen¬ 
ziando quest’ equazione , sarà adì = cdu , 
adt ... 

- == du , sostituiscasi questo valore di 

c 

du nella seconda forinola ( §. i 9 1 ) , s’ avrà 
u yXdx _ uc ■+■ cyXdx 1 

—-——-;—— P e r la sottotangen- 

du .+. dy adt cdy ° 

te , nella qual espressione si faranno sva¬ 
nire le flussioni coll’esprimere per dx i 
valori di dt 9 dy. A tal fine si conside¬ 
ri , che il triangolo caratteristico F K L 


somministra FR 


■-v 


FL + RL j° 


sia 


di = Vdx' +dy\ Dall’equazione a para¬ 
bola y = Vn~x si ricava dy = 
eppero, sostituendo questo valore di dy 


= 1 /**■£* 

V *P X V 4X 


sarà di 

4P* w 4X 
Se si sostituiranno questi valori di dt , 
e dy nell’ espressione della sottotangente, 
uc+cyXdx 


uc-4-cyXdx 
S ’ aVrà '"adt+cdy : 


adx 


1/ 


cpdx 
4X 1 >/px 
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«c-+-cy 

= / - valore finito della 

a / P ■+■ c ? 

A x 2 ^px 
sottotangente ricercata. 

Nell’istessa maniera si opererà per 
avere la sottotangente di altre curve mec¬ 
caniche , in cui T equazione della curva , 
e quella della sua genitrice saranno di¬ 
verse , purché le ordinate di queste curve 
meccaniche sieno paralelle fra loro. 

194. Affine di costruire la formola 
della sottotangente di quelle curve mec¬ 
caniche , le cui ordinate sono tutte di¬ 
rette al medesimo punto F, suppongasi, 
che A sia l’origine della curva genitrice 
APB, a cui si è condotta la tangente 
PH , e che la curva trascendentale gene¬ 
rata CMN sia espressa da una equazione, 
in cui è cognita la ragione tra l’ ordinata 
FM , ed il corrispondente arco AP ter¬ 
minato dalla FM prolungata. 

S’immagini, che alla curva CMN" 
sia tirata dal punto M la tangente MT y 
che la retta FTH sia perpendicolare alla 
FMP, e che, essendo PB una prima 
flussione dell’ arco A P , sia tirata P or¬ 
inata FBQ, e dal centro F siano de- 
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scritti gli archetti MR, PO, o pure 
( cip, che è lo stesso ) che dai punti M, 
P sieno tirate le rette MR, PO perpen¬ 
dicolari alla FQ, sarà il triangolo carat¬ 
teristico POQ uguale al mistilineo POB 
{§. 190), e Sdrà eSSO trian golo POQ 
simile al triangolo PHF , ed il triangolo 
caratteristico MKPc sarà simile al trian¬ 
golo TMF. Si chiamino PH = a , FH 
= b , FM = y , FP = ^ , T arco AP 
= *, sarà KR = dy 9 e BP = PQ = 
dx , avremo quindi RR : MR = FM : 

FT , cioè dy : MR = y \ ~ = FT , 

formola per la sottotangente, in cui si 
dee però ancora esprimere in termini 
analitici il valore di MR. 

Per divenirvi si rifletta , che i 
triangoli simili PHF, QPO sommini¬ 
strano PH : FH = PQ : PO , o sia a : b 



mili MFR, POF sia FP s PO = FM 

bdx bvdx 

: MR, o sia { : — = y : — = MR} 


sostituendo adunque questo valore di MR 

„ , , . , , rXMR 

nella formola ritrovata , s avra J — -- 


_ h'Jx 

per la forinola della sottotangente 

TF delle curve meccaniche, le di cui 
ordinate sono riferite al foco F. 

*9 5* Volendo far uso della forinola 
(§. 194 ), si opererà come si è praticato 
per le altre forinole. 

Per esempio abbiasi la spirale ANME FiruRA 

tf e Tn P °nf x = r » «a di cui geni- 
»nce AOPQ è u „ cerchio euclideo, e 
^.ogha mare MT tang en,e al punto 
M. Si tiri 1 ordinata EMP che D assi 

dtolàr'ET dd CCrChÌ0 > la^perpen- 
ìcolare ET, S1 chiami l’arco AOP— x , 

il raggio del cerchio EP = , e P or. 

E “ » v. Siccome le rette « 

~ ,** ’ ^ — ET comprese nella formo- 

, by 'dx 

3 atfy *94 ) riescono nel caso pre- 

sente fra esse paralelle, poiché sono am¬ 
bedue perpendicolari alla EP , così sa- 
ranno fra oro uguali ; onde si potran- 
no scan cellare dalla forinola, la quale 

^ verr à • Si differenzi l’equazione 
^ ella proposta curva fx = y*, e sarà 
P‘ dx =ìy‘dy, e J Y = y- Si sostituì- 

T 
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, j. dx , , Y'J* 

sca questo valore di — , s avra - 

* ay yiy 

-= , e sostituendo p*x in vece di y * 9 

sarà /, ^ = ^= —= ET, valore 

della sottotangente ricercata per la curva 
meccanica EMNA. 

196. Rimane a considerarsi un caso 
particolare delle sottotangenti, e sotto- 
normali , ed è , che , quando il loro va¬ 
lore espresso in forma di frazione è ta¬ 
le , che nel sostituire in vece di x , o 
di y una quantità determinata, la fra¬ 


zione diventa *- : per esempio siasi ot¬ 
tenuta per la sottotangente, o sottonor- 
male 1 espressione-$ se in questa si 


» . a'—a' a , 

supporrà x = a, sarà-= ~ onde sem- 

a —a 0 

bra , che la curva in quel punto non pos¬ 
sa avere sottotangente , o sottonormale , 
la qual cosa però non è così, poiché 
tali espressioni hanno un valore reale ; 
per provarlo basterà fare la divisione at¬ 
tuale , e si troverà, che il quoziente 

f-r, fC \ . . •' c “** s 

di- si esprime per a ■+- x -, e pero, 
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quando si suppone x=a, riesce la detta 
^pressione = ia 9 e così di altri casi, 
come si è già avvisato nel libro 2. 0 

Accade un tal fatto ognivoltachè la 
Curva ha due, o più rami, i quali s’in¬ 
tersecano nel medesimo punto, e che si 
vuole tirare la tangente nel punto d’in- 
*® r f n c / 5 z ‘°" e 5 come a dire se alla curva 
NOI QMR , 1 di cui rami s’intersecano 
in G, si volesse tirare la tangente al 
punto G. ° 

Per trovare in questi casi il va¬ 
lore della frazione, che esprime la sotto- 
tdngente , o la sottonormale , basterà 
difierenziare il numeratore, ed il deno¬ 
minatore ? e corretta quindi 1’ espres¬ 
sione , s avrà il valore ricercato. Per 
esempio se il valore di una sottotangente 


sia risultato 


a - x * 


siccome nel supporre 
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x r— a risulta -, così si prenderà la dif¬ 
ferenza del numeratore, e sarà — ixdx t 
e dx quella del denominatore ; onde 

s * otterrà la frazione — —~ , e cor* 

—dx 

retta Tespressione, s’avrà a* pel valore 





della sottotangente, che diventa —= ia , 
quando si fa x = a. 

Se il valore di una sottonormale sia 
c 2 — ex 

risultato -— > siccome, quando si fa 

c — v 'ex 


c = x, l’espressione riesce così, dif¬ 
ferenziando il numeratore, s’avrà — cdx y 
e differenziando il denominatore , sarà 
— cdx —cà* 

-— , e quindi — cd Xz=z % V C x j e fat- 

l V ex , J — 

ly ex 

to c = x , sarà ìc il valore delia detta 
sottonormale ricercata. 

Sia risultata per sottotangente, la 


frazione 


Vj.a l x — x 4 — 


se si sup- 


a — y/ax ì 

pone x s a , risulta j ; per ritrovarne ij 
valore, si differenzi il numeratore, e sarà 


(i l dx — ix'dx — a a 


V' la^x-x* 


—n » similmente nreséf 


la differenza del denominatore, sarà 

— Wx . 

—7—= , onde avremo 
4 y'o J * ’ 


.L 




V 2o*x-x* 3 J ax 1 /\ $ adx 

fttto x = a , e correggendo 1* espressio¬ 
ne , risulterà —-— pel valore ricercato 
della sottotangente. 

Occorrendo, che il valore della 
razione ricavata dalla differenziazione 
riesca di nuovo zero, quando si fa * = * 
converrà passare a un’altra differenzia¬ 
zione, e cosi successivamente infinoat- 
tantocie si trovi un valore determinato. 

197. La data regola ( §. 196) serve 
ancora, quando nel costruire le curve 
per mezzo di più punti 1’ ordinata è es¬ 
pressa da una frazione, e che essa ci 


si rappresenta nella forma ! , allorché 

si fissa un determinato valore all’ascissa , 
o all’ ordinata. 

Per esempio debbasi costruire la 
curva dell’equazione 




ia l x ~ x 4 — dì/a'x 


, siccome in 


a — J ax 1 


^esto caso nel fare x = a si ha y t m 

y p 9 
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così, per avere il suo valore, basterà 
differenziare il numeratore, ed il deno¬ 
minatore della frazione, che esprime 
T ordinata y , e sarà 
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— ~ \ax ì *X.iax 2 Jx 
e dividendo sotto e sopra per dx , e 

ponendo x = a , sarà y =?= — 9 e così si 
9 

opererà in altri simili casi. 

198. Finalmente serve il metodo delle 
tangenti per esprimere con una equa¬ 
zione differenziale la natura di quelle 
curve , che non si può esprimere con 
una equazione algebraica , come avviene 
nelle curve organiche. 

Per divenirvi, nella direttrice AB 
si notino le parti uguali AC, CD, DE , 
figura EF,FG,GH,HB ec., e presa a 
LXXV * piacimento la distanza A E per la sot¬ 
totangente della curva , s’ alzi alla A B 
la perpendicolare E K. di quella lun¬ 
ghezza , che si vuole, da considerarsi 
questa per l’unità ; indi alla, A B dai 
punti F, G, H, B ec, s’ alzino altre 
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perpendicolari FL , GM ec. , e dal punto 
A tirata la retta AK, il punto L, in cui 
AK prolungata incontrerà FL, sarà nella 
curva -, nella stessa maniera dal punto C 
si tiri CL, e prolungata incontri in M 
fa retta G M , sarà M un altro punto 
nella curva , e così ancora dal punto 
D tirata D M, questa, essendo prolun¬ 
gata , intersecherà in N la perpendicolare 
HN, e sarà N un altro punto della cur¬ 
va , e così si proseguirà per avere altri 
punti verso P. 

Per avere i punti intermedi ai di¬ 
visati , basterà subdividere le porzioni 
AC, CD , DE ec., e operare, come è 
stato detto , e finalmente col moltiplicare 
in infinito le subdivisioni eguali nella retra 
AB , o sia col supporre infinitamente 
picciole, ed uguali le porzioni AC, CD, 
DE ec. , s* avrà un numero infinito 
di punti K , L , M , N , P per la curva. 
Da questa costruzione si raccoglie, che 
fa sottotangente A E corrispondente al 
punto K è uguale alla sottotangente CF 
corrispondente al punto L , alla sotto¬ 
tangente D G del punto M , in somma 
c ^ e la sottotangente di questa curva è 
costante. 


! 
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Per avere 1 * equazione di questa 
curva , si chiamino = dx le parti infi¬ 
nitesime costanti nella direttrice AB delle 
ascisse, la sottotangente AE = CF = c> 
e l’ordinata qualunque FL = y y sarà la 
flussione LR = dy , e per la similitudi¬ 
ne dei triangoli KLR , CLF s* avrà FL : 
CF = LR : KR , o sia y i c ~— dy : dxy 
e quindi cdy = ’ydx , equazione della 
curva. 

199. La curva descritta nell’antece¬ 
dente paragrafo è la logaritmica stessa, 
di cui si è parlato ( §. r 3 5 ). 

Per dimostrarlo basterà far vedere 
che , essendo in proporzione aritmetica 
le ascisse EF, EG ec., le quali hanno 
il punto d’ origine in E , le corrispon¬ 
denti ordinate FL, GM sono in conti¬ 
nua proporzione geometrica. Poiché l’ar¬ 
chetto infinitamente picciolo K L si può 
considerare come una linea retta nata 
dal prolungamento della tangente AK, 
saranno simili i due triangoli AKE, 
ALF, e però sarà EK : FL = EA : FA; 
per la medesima ragione , essendo simili 
i triangoli CLF , C M G, sarà FL : GM 
= F C : C G, ma la sottotangente E A 
è uguale alla sottotangente FC, ed es- 
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sendo per costruzione EF = GF, sarà 

FA = GC -, adunque sarà EK : FL = 
FL : GM , cioè le tre ordinate saranno 
in proporzione geometrica continua, men¬ 
tre le corrispondenti ascisse sono in pro¬ 
porzione aritmetica ; e siccome la stessa 
dimostrazione ha luogo per le altre ri¬ 
manenti successive ordinate, ed ascisse, 
così si scorge, che la curva descritta è 
la logaritmica ( §, x ^ 

Si è veduto ( §. IJ7 ), Che la di¬ 
versità nelle logaritmiche nasce dalla di- 
versa progressione geometrica , che si 
assume per l e ordinare , non ostante che 
la progressione principi dalla stessa unità. 
Ora, siccome la stessa diversità si espri¬ 
me anche per mezzo della sottotangente, 
e che tale maniera riesce più comoda, 
così ci serviremo in avvenire della sot¬ 
totangente per additare le logaritmiche 
diverse. 

100. Non altrimenti si dovrà proce¬ 
dere per avere 1’ equazione organica , le 
cui ordinate siano riferite .al foco. 

Abbiasi la logaritmica spirale FHGB , 
la cui proprietà sia tale, che tirata a 
un qualsivoglia punto B la tangente BT, 
e l’ordinata BF, l’angolo FBT sia sem- 


FIGURA 

LXXVI. 



29$ 

pre lo stesso ( $. 139 )• P er avere l’e¬ 
quazione di questa curva, suppongasi , 
che BN sia una prima flussione dell’ arco 
H G B , e tirata l’ordinata F N , suppon¬ 
gasi descritto il triangolo caratteristico 
BNR , il quale sarà simile al triangolo 
T B F , essendo T F sottotangente per¬ 
pendicolare all* ordinata FB (§. 190). Si 

chiami BR = dx , RN =s= dy , sarà ~ 
. .. dx a 

una ragione costante, e quindi — = ~ 


e cdx =ady , equazione ricercata , e così 
si opererà per avere 1* equazione di altre 
curve. 


CAPO III. 

Del Metodo di Massimi y e di Minimi « 

101. Serve questo metodo per tro¬ 
vare le tangenri paralelle agli assi , o 
ai diametri coniugati di una curva, e 
serve pure per risolvere molti proble¬ 
mi , che difficilmente si risolvebbero 
per un’ altra strada. Noi comincieremo 
dalla soluzione dei problemi della pri* 


/ 
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ma specie , e passeremo indi a quelli 
della seconda. 

ioi. Se in una curva qualunque HLMQ, 
che ha le ordinate paralelle, mentre l’a¬ 
scissa cresce, o sminuisce di continuo , 
cresce pure, o isminuisce la corrispon¬ 
dente ordinata sino a un certo punto, 
dopo del quale mutano ordine le varia¬ 
zioni suddette , l’ordinata, che passa per 
quei punto, si chiama la Massima , o la 
Minima. 

Alla curva HMNLQ, in cui le 
ordinate GM, FN sono rettangole colf 
asse, o diametro GT, suppongasi tirata 
la tangente T M , e la sottotangente 
TG , e sia formato il triangolo caratte¬ 
ristico MRN simile al triangolo TGM, 
sarà GT : GM = RM : RN = dx : dy. In 
oltre sia AB una direttrice delle ascisse e 
HG, HF, e sia K L la massima ordi- LXXW ‘ I 
nata nella figura 77, e la minima ordi¬ 
nata nella figura 78 : se si suppone, 
che T ordinata P M s* accosti parella- 
mente alla KL , si scorge, che la sot¬ 
totangente G T cresce in modo, che , 
quando 1 * ordinata PM giunge in K , la 
tangente T M dee essere paralella alla 
retta GT, in cui è notata la sottotan- 
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gente , ed in conseguenza essa sottotan¬ 
gente riesce di una lunghezza infinita. 
In questo caso la ragione di GT a GM 
diventa infinita, poiché GM rimane tutt’ 
ora quantità finita , e quindi dee anche 
essere infinita la ragione di dx : dy , cioè 
la flussione di dy , diventa zero rispetto 
all* altra dx* 

Da queste riflessioni si deduce, che 
nel caso della massima* o minima ordinata 
la formola è dy = 

Per. lo contrario se si suppone, che 
l’ordinata PM * scostandosi paratamente 
dalla K L, passi nella situazione A H, 
ove essa ordinata diventa minima nella 
figura 77, e massima nella 78, in que¬ 
sto caso la sottotangente GT isminuisce 
a segno, che, quando P angola acuto 
M T G col continuo crescere diventerà 
retto , la sottotangente GT riesce zero , 
e quindi la ragione di GT : GM diventa 
infinitamente picciola, e per conseguenza 
anche tale la ragione di dx : dj j la qual 
cosa può avvenire in due maniere, cioè 
Coli* essere dx = *, o pure dy = w * 
altra formola generale per trovare le mas¬ 
sime, e le minime ordinate di una curva. 
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io3. Due sono pertanto le forinole 
generali per le massime, e le minime or¬ 
dinate , cioè dyz=z 0 , dy = a>. 

Ciò posto, se verrà proposta l’equa¬ 
zione di una curva , di cui si cerca la 
massima, o la minima ordinata, basterà 
differenziare V equazione, e trovato in 

termini finiti il va i ore di d Z, si farà la 

supposizione di dy = *, oppure di dy 
= (o , e si avrà il valore dell’ ascissa x , 
a cui compete la massima , o la minima 
or mata y, e questo valore sostituito 
nell equazione proposta ci darà la mas¬ 
sima, o la minima ordinata, che si ri¬ 
cerca j dovendosi avvertire, che nella 
supposizione di </y = o, cioè di dx = * 
la lettera * f a figura di ordinata, quando 
però nel caso di dy=P essa * rappre¬ 
senta 1 ascissa. rr 


z°4. Per addurre alcuni esempi, ab¬ 
biasi la curva dell’equazione a z y z = *ac*x 
— c 2 x > a cui si cerca la massima 
ordinata , differenziando , sarà *<?ydy 
dy iac * — 2 c'x 


: lac'dx — ic'xdx , e Z 
dx 


a x ia-y 

tacendo la supposizione di dy = * } do- 
vVta anche essere l’altro numeratore \ac z 
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— Z c z x = *, e quindi a = x. Sostituiscasi 
nell’ equazione proposta in vece di x ia 
sua uguale a, s’avrà a'y* = ia z c l — C V, 
ossia y * = c z , e y === c » cioè la mas¬ 
sima ordinata sarà = c , la qual cosa è 
conforme a quanto è stato insegnato 
nelle Sezioni coniche, stantechè la pro¬ 
posta equazione appartiene all* elisse, in 
cui la maggior ordinata , essendo riferita 
a uno degli assi, riesce uguale all’altro 
semiasse. 


Sia T equazione y» = ic x z — , 

differenziando , sarà 3 y z dy = 4 cxdx 
dy 4cx— 3* 9 

— 3x 3 d*,e - = ——;—, e supponendo 
s *, sarà anche 1’ altro numeratore 
4ex — 3** = * , e quindi ^ = x, so¬ 
stituiscasi questo valore nella proposta equa¬ 


zione , 
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ey = - ^31 , valore ricercato della 

massima ordinata y, la quale corrisponde 

4 C 

all* ascissa x = — . 

3 

Abbiasi l’equazione x J -4-^3 = a#y, 
differenziando, sarà ‘}x z dx+>}y l dy=^axdy 


T 3 ' 

. ay ay— 3** 

- *y ix ' 6 7x = pz^- Sa PP° sto 4r 

= *, sarà anche ay — }x 2 = p, onde 

3 * a ... 

A >'= —> sostituiscasi questo valore nella 
data equazione, e s’avrà * J -+. Jtlfl 

a 5 

= 3 *S dalla quale si ricava x = ~ yT~T 9 
e surrogato questo valore di * nell’equa- 

• 3* 1 . . a 

zione y = —, si ricaverà v = - y/ 4 . 
a •' 3 

valore della massima ordinata y , la quale 
corrisponde all’ascissa * * ^ 1 . 

Sia AMO una mezza cicloide ab¬ 
breviata, in cui AB = la, BO == b, 

— x > PM — y, la semicirconferenza 
ANB = c, 1’ arco AN — u , sarà PN 
= v',.* x . , ed NM = y — i 

ma P ro P ” et 3 della curva abbia- p 

mo ANB : BO = AN : NM (§. .i<S),lxxi£* 

o sia in termini analitici c : b — u : ~ 

C 

*= NM , adunque ~ = y — _ l r > 
equazione della curva, la quale, essendo 


differenziata , somministrerà — = dy 

adx—xdx . . . 

— -7=— j ma nel triangolo caratte- 

V IQX—X* 

ristico N R G la flussione N R dell* arco 
AN è espressa per [/Hg-i-'gR * ed 


adx — xdx 


essendo NGs=</*, GR = ~ r . , 

V xax—x 1 

col sostituire questi valori analitici, e 
col correggere P espressione, s 1 avrà NR 

, I ì 2 7 adac 


= Ju = ]/ 


Y NG+GR * 

quindi, fatta la sostituzione nell’equa¬ 
zione differenziata, sarà — =s ■ — 


adx—xdx ba+ac—cx 

Vlax — x 1 dx cjfmx—x* 


e supposto dy = *•, sarà anche il nu¬ 
meratore ba -+- ac — ex z=3* , onde x — a 

— , Facendo pertanto AH = x = a 
c 

.+- —, e tirata P ordinata HK, questa 
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sara la massima ricercata. Nell’ istessa 
guisa si potrà operare nelle altre curve 
sì geometriche , che meccaniche. 

205. Il metodo adoperato ci dà con¬ 
fusamente le massime, e le minime or¬ 
dinate , non porendosi col di lui mezzo 
distinguere le une dalle altre, salvo che 
sia noto 1 andamento della curva - f per 
la qual cosa , quando non si abbia tale 
notizia, e si voglia tuttavia distinguere, 
se il valore ritrovato dell* ordinata sia un 
massimo, o un minimo, si assegnerà all* 
ascissa nella proposta equazione un va¬ 
lore per poco maggiore f o minore del 
ritrovato. Se il valore, che nascerà da 
quest’operazione, sarà maggiore di quello 
somministratoci dal metodo , la questione 
sarà dei minimi, e riuscendo all’opposito, 
sara dei massimi. 

in oltre accade alcuna volta , che 
tanto la supposizione di dy = *, quan¬ 
to quella di dy = w somministri un me¬ 
desimo valore dell’ ordinara , o dell’ ascis¬ 
sa. In questo caso il metodo non deter¬ 
mina alcun massimo , o minimo, ma 
bensì un punto d’intersecazione, o d’in¬ 
contro di due rami della medesima curva, 

V 
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io6. Finalmente se avvenga, che nè 
la supposizione di dy'= == - nè quella di 
dy = w dia un valore dell’ ordinata y , 
si dovrà conchiudere, che la proposta 
curva non ha ne massimi , ne mimmi» 
Per esempio sia la curva y 1 = x l — ax , 

differenziando , sarà ~~ = —-$ la sup- 

dx zy 

posizione di dy = * dà x = ~ , ma, sosti¬ 


tuito questo valore nella proposta equa¬ 
zione , si trova , che il valore di y è 

immaginario , poiché y —y ; la 

supposizione poi di dy = w, cioè dx 
= 0 somministra iy = * , adunqùe la 

curva non ha nè massima, nè minima : la 
qual cosa corrisponde a ciò, che è stato 
insegnato nelle Sezioni coniche intorno 
f Iperbola equilatera rapportata agli assi, 
a cui la proposta equazione appartiene. 

Così ancora differenziando V equa¬ 
zione vx l = J* > che s’appartiene alla 

, dy ipx 

parabola cubica, s*avra — = , e 


supposto dy = 0 , sara zpx — ^ , e x — ** 
e conseguentemente anche zero T ordi¬ 
nata y , e se si supporrà dy = w, o sia 
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i sara 3 y z =si. Dal che si con¬ 

chiude, che la curva non ha nè massi- 
Slma , nè minima , come già si è potuto 
osservare nei fatti insegnamenti. 

207. Passando ora a far pratica del 
ferodo de’ massimi, e minimi nella so¬ 
luzione de* problemi (§. 201), si dirà, 
Cile in quesre questioni basta esprimere 
aigebraicamente quella quantità, che si 
vuole un massimo, o un minimo, e do¬ 
po aver differenziata quest’ espressione , 
si supporrà uguale al zero il numerato¬ 
re, e in 1 il denominatore per cavarne 
1 vaiore, come già abbiamo fatto per 
le ordinate massime, e minime delle 
curve, la qual cosa meglio s’intenderà 
cogli esempj. 


. Da '° 11 rettangolo AB CD coi 

B, AD prolungati, si cerca la Figura 

minima retta E F, chetar si può pel es¬ 
punto C nell’angolo EAF. 

. Suppongasi tirata la retta CFE, e 
!!! AB = a » BC = £ ,BF = * , sarà CF 
' »*•■*■*»: e perchè sono simili i trian¬ 

goli BCF, AEF, sarà BF: CF = AF 
o sia in termini analitici xW b \ mha;% 


X 


, e supposto 
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che EF sia anche l’ordinata y di una 
curva, sarà y = , e differen- 

X 

ziando questa equazione sarà 

X> ~~- b — , e supposto dy =», 

dx x‘Vb‘-i-x* 

sarà x 3 — ab 1 = * , onde * = j/~àb T , No* 
tato pertanto da B in F questo valore 
di x , e tirata la retta F C E » questa 
sarà la minima ricercata, 

209. Sulla retta AB presa per ipote¬ 
nusa costruire un triangolo rettangolo 
F i GTJHA ABD, che sia il massimo di tutti quelli, 
lxxxx. che si possono descrivere sulla medesima 
. ipotenusa. 

Supposto costrutto il ricercato trian¬ 
golo, si chiami AB = 0, ; AD = x. Per 
la proprietà di questo triangolo sarà 

BD= \J Fb’-t- AÌ) = v'Frr, e 

A D 

moltiplicando BD per — , s’avrà la super* 

% ___ 

fide del triangolo = - vV—, e sup¬ 
posto questo valore uguale al quadrato 
dell* ordinata y di una curva, sarà 


4,2 X ./- . . & 3 ? ■— 

y = ~ Va' -*» , O sia ^ 4 =---, e 

differenziando quest’ equazione, sarà 
dy s 

- = — ■ , e supposto ^ = *, sara 

a 2 x — ix i == 0 , ed x = j —, valore 

che somministra il massimo triangolo. 

21 o. Divisa la retta AB in due parti 
qualsivoglia nel punto C, si cerca di 
suddividere una di esse parti , e per 
esempio BC nel punto D, talmente che 
il solido farto dalle parti AC, CD, DB 
sia il massimo, che far si possa suddi¬ 
videndo BC in due parti. 

Sia AB === a 9 AC = b, CD — *, sarà 
DB = a — b — y, e quindi il solido 
sarà AC X CD x DB = abx — b'x — bx 2 , 
e supposto che questo valore sia uguale 
al cubo dell ordinata y di una curva , 
sarà yì ss abx —- — bx 2 , e differen¬ 
zia J dy ab — b a — i bx 

Stando , sara ~± - e sup- 

doc 3r > 

posto dy = *, sarà ab — b z — zbx = * 

- a~b 

e ^ -- , valore ricercato per avere 

^ m assimo solido. 
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211. Essendo data una curva aige- 
braìca, ed un punto nel suo asse, de¬ 
terminare la più corta linea retta, che 
dal punto dato si possa tirare alla curva. 
Sia px == y 2 1 ’ equazione della cur¬ 
va ABC, di cui AM è l’asse, e sia D 
il punto dato. Suppongasi, che la rena 
BD sia la minima ricercata , e che dal 
punto B sia tirata B M perpendicolare 
all’ asse , chiamando 1 ’ ascissa AM = x , 
l’ordinata MB = y, AD = c, e la mi¬ 
nima BD = sarà MD c — x. Nel 

_ z 

triangolo rettangolo MBD si ha BD 

' 2 _2 

= MB MD, o sia { 2 = y 2 + c 2 — icx 


- 4 - jc 2 , e differenziando , sarà 2 ^ = 2 ydy 
— 1 cdx xxdx-, ma dall’equazione P*=iy x 
si ricava pdx—iydy , sostituiscasi pdx in 
vece di 2 ydy nell’equazione differenziale, 
e s’avrà = pdx — lc dx •-+- ixdx , 

e quindi — = --, ma nel caso della 

^ dx 2 { 

minima, supponendo df —= 0 , sarà an¬ 
che l’altro numeratore p — icix = f * 9 


e quindi x = ———* Pertanto, se si no¬ 
terà questo valore di x da A in M , e 
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si tirerà V ordinata M B, tirando dai 
punto D al punto B la retta DB, sarà 
essa BD la minima ricercata. Se avven¬ 
ga in questa costruzione, che c sia ugua¬ 
le , o minore di - , il punto B cadrà in 

A, la qual cosa è conforme alle noti¬ 
zie , che già sono state date intorno la 
parabola. 

21 z. Da un punto dato D fuori dell* 
iperbola equilatera ABCN dell’ ( equazio- figura 
ne y 2 = x* ax tirare alla data curva LXXXIV * 
la più corta linea retta DB. 

Suppongasi, che tirata D R per¬ 
pendicolare all* asse KM, il punto R 
cada dentro la curva , si tiri l’ordinata 
BM , e la retta BT paralella all’ asse, e 
si chiami l’asse AK = a y l’ascissa AM 
= x, l’ordinata MB = y, KR = £, DR 
== c , DB = £, sarà RM=TB=a-+-x 

— b , DT = c —y. Nel triangolo ret¬ 
tangolo DBT si ha DB -* DT -+- TB , 

o sia = c 2 — icy + y % -+- a 1 -h iaX 

— la \, — ìbx -+* b* -, e differenziando 

quest’equazione, sarà = — *cdy 

iydy iadx -+- *xdx — ibdx y e 
sostituendo in questa *xdx adx in vece 


I 


j. . — zcxdx—acdx . 

di x y d y » e - 10 vece di 

Y . , 

— i cdy , valori ricavati dall’ equazione 
alla curva y 2 = x 2 ax , s’ avrà 
icxdx — acdx 

*{dz = -1- 2^ adx 

i. i r 

-+• iadx -+- xxdx —— ìbdx , e ^ 

— ac •+■ 4x7 - 4 - $ay — ìby 

” ^ e ap¬ 

ponendo = * y sarà anche il nume¬ 
ratore — 2CAT— ac _|_ 4*y-+- 3ay —- 2^y = 
e surrogando in questa + ajc in vece 

di y , sarà 4*-h3a —ibV x 2 -+-a.v = 2c^ 

- 4 - ac, e facendo sparire il radicale, si 
otterrà un’ equazione del quarto grado , 
dalla quale, ricavando il valore di x , 
si noterà questo da A in M , e tirata 
1 ordinata MB, la retta, che giungerà 
i punti B, D, sarà la minima ricer¬ 
cata. 

213. Dal punto dato D nell’ area 
della curva ABC dell’ equazione p 2 x 
= y* tirare alla detta curva la più corta 
ftguba retta BD. Suppongaci tirate le DR 5 DT 
IJUUtv ’fra esse rettangole , e paralelle risper- 
tivamente all’ ordinata BM, ed all’ asse 
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AR. Si chiami BD = ^ , AR = a , RD = c 
AM = ^, MB = y , sarà MR=a— * 
= TD , BT = y — c . Pertanto nel trian¬ 
golo rettangolo BDT sarà 

BD = BT TD , o sia f = Y 2 — 1C y 

-+-c~-h<* z x 2 , e differenziando, sarà 

2^== lydy ì cdy — 2a</x .+. ixdx 9 
e sostituendo i n questa il valore di dy 

preso dall’equazione della curva p — 

J 3 J 1 

- Hk = m:s x - ic p' dx _ 

, 3r* 

-f. ìxdx , e 1! iyP'—icp'- 6 ay'+ 6 j C y' 

dx 1 { 9 

e supponendo d^ = a 9 sarà anche zero 
il numeratore diviso per 2 , ciò cyp 2 —cp 2 
-7 3*)f 3 *y a =*. Se in questa equa¬ 
zione in vece di j si sostituirà il suo 
uguale preso dall’equazione alla 

curva, s avrà p> ^ _ 3 * ^^7 

■+■ 3 * v / p^x i =0 9 equazione, che, libe¬ 
rata dall assimetria , ascende a grado molto 
elevato, ma se si sostituirà in vece di x 

il suo vaiorei-., s y avrà yp 2 ^=cp* — 3ay* 

3 y 5 ^ 

*+" = p , equazione di quinto grado. 
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la quale costrutta somministrerà il va¬ 
lore dell’ ordinata B M, e quindi tirata 
la retta BD, questa sarà la minima ri¬ 
cercata. 

CAPO IV. 


Dei punti di Flesso contrario , e di Regresso , 
dei Raggi osculatori , e delle Evolute . 

214. "Per iscoprire i punti, e le li¬ 
nee , di cui si tratta, convien servirsi 
delle flussioni del second’ordine. 

Si è veduto ( § 170 ), che le se¬ 
conde differenze ddy delle ordinate para- 
ielle di una curva isminuiscono conti¬ 
nuamente , e sono negative, ognivolta- 
chè la curva è concava verso l’asse, 
e se ne allontana , ma crescono esse 
differenze, e sono positive, allorché la 
curva , che s’ allontana dall’ asse , è 
convessa. Da ciò avviene, che se una 
figura curva qualunque AMO, la quale s’al¬ 
lontana dall’asse AB andando da A ver¬ 
so M, ha un punto di flesso conti ario 
in M, o di regresso, la seconda diffe¬ 
renza d 2 y scemerà continuamente da 


A verso M, e da questo sito comin¬ 
cierà a crescere, e continuerà a così fare 
andando verso O , oppure succederà 
all* opposito , secondochè la parte AM 
della curva sarà concava, o convessa. 
Per la qual cosa la differenza dy « nel 
punto M sarà un minimo, o un mas¬ 
simo j e perchè tal differenza non può 
altrimenti da negativa diventar positiva , 
o viceversa senza passare per lo zero , o 
per 1 infinito, così nel punto M del 
massimo, o del minimo sarà d 2 y = ? , 
oppure dy == Formole per trovare i 
punti di flesso contrario, e di regresso 
nelle curve , che hanno le ordinate pa¬ 
rafile, ed i n cu j una porzione è con¬ 
cava , e 1 altra convessa. 

11 5 * Data pertanto l’equazione di 
una curva, e supposto sempre dx co¬ 
stante per maggior brevità, e facilità 
del calcolo (§.179), si differenzierà due 
volte 1 equazione, se questa sarà alge¬ 
brica , e basterà una sola volta, se 
1 equazione conterrà dei differenziali del 
primo grado : per mezzo di tali diffe¬ 
renziazioni s* avrà il valore di d'y dato 
P e r dx , e questo essendo paragonato 
a l zero, indi all’ infinito , somministrerà 
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i valori dell’ascissa x , ai quali corris¬ 
ponde 1* ordinata y , che incontra la 
curva nei punti di flesso contrario , o di 
regresso, ognivoltachè, posti tai valori 
in luogo di x nell’equazione della curva, 
riuscirà reale quello di y-, ma, se il va¬ 
lore di y sarà immaginario , o altrimenti 
involgerà contraddizione, la curva non 
avrà nessuno de’divisati punti. Per esem¬ 
plificare sia l’equazione 

della versiera AMQ, in 
cuiAB = a,BP = x, PM = j, dif¬ 
ferenziando , sarà dy < = - • ■ e 

differenziando di nuovo , preso dx per 

$a' 3 dx* — 4 a'xdx* 

costante , sarà d 1 y = T", 

j -*r ■ ■ : — — ' 

e supposto d 1 y=* ì sarà 3 a 3 dx 2 — 4 a'xdx 2, 

=* = 3 a 3 — 4a 2 *, onde *= ì* = BP, 

4 

e quindi sarà M il punto del flesso con¬ 
trario ricercato. 

La supposizione di d z y = w dà 
4 x 5 i~ax — x % r = 0 9 e quindi x = a , il 
quale, sostituito nell* equazione delia 
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curva, somministra y = * , cioè il punto 
d’ incontro della curva colla direttrice 
delle ascisse, come già si è veduto nel 
libro 2. 0 . 

Sia BFG la concoide ordinaria di 
Nicomede, la di cui equazione è 

, cioè BC = CL 

f= a , CE =s= x , EF = y, differenzian- 
— x 3 dx — a 3 dx 

do, sarà dy = --- e differen- 

ziando di nuovo, presa dx costante , 

2a 5 •—— Za* x^K-dx 1 

sarà d*y = ^ ,esup- 

posto d 2 y = 0 , sarà anche 

ia s *-<r* 3 - 3 a 3 x 2 Xdx 2 ^ * = xa* - aV 

"7 o sia x 3 4- jax 2 1= xa 3 , equa¬ 

zione del terzo grado, la quale risolta 
secondo le date regole somministrerà il 
valore di x == C E, e col surrogare 
questo valore nell’ equazione della cur¬ 
va , s’ avrà quello di y EF > onde 
sarà F il punto del flesso contrario ri¬ 
cercato. 



FIGITR a 
LXXXVIII. 


3 1 8 

ii 6. Il metodo dato somministra con¬ 
fusamente i flessi contrari, ed i regressi j 
onde per distinguere gli ur| i dagli altri 
converrà osservare f andamento della 
curva. 

Questo istesso metodo serve ancora 
per le curve, le cui ordinate sono tutte 
dirette a un polo, ma le forinole sono 
diverse dalle addotte ( §. 114 ). Noi 
tralascieremo di maggiormente internarsi 
in questa materia, e basterà osservare 
che , quando la curva torna a dietro verso 
la sua origine, voltando la sua concavità 
da quella stessa banda, a cui la volgea 
prima del regresso, allora , sebbene la 
medesima abbia le ordinate paralelle , più 
non servono le formole date, essendo 
necessario per dedurle far uso dei raggi 
osculatori. 

117. Data la curva AMO generata 
Figura j a |j 0 s viluppo di un’altra curva, trovare 
ìxxxuc. ^1 va | ore jgj raggi osculatori nei diversi 
punti A , M , O d’ essa curva, e descri¬ 
vere P evoluta genitrice. 

Siano paralelle le ordinate nella 
curva AMO ; poiché la natura di que¬ 
sta curva è cognita, si saprà condurre 
la normale M N Q a ciascun punto M 


«fella medesima. Inoltre, siccome il rag¬ 
gio osculatore è sempre tangente a?i* 
evoluta, cosi, se dal punto O infinità- 
mente vicino al punto M si supporrà ti- 
rara un altra normale OG, questa pas¬ 
serà anche pel punto Q; onde sarà con 
ciò determinata la lunghezza del raggio 
QM , e sarà Q un punto dell’ evoluta. 

^*£ Unto Q s * QF paralella 
all’asse AB della curva AM, si prolun¬ 
ghi in F r ordinata MP , e si formi il 
triangolo caratteristico MRO col lato 
MR parafello all’asse AB, ed OR pa¬ 
radello all’ordinata PM, e chiamando 
AP — x , PM=^, MF = £, sarà MR 
= dx, ed MO =Vdx'+dy'ì 

essendo poi i triangoli MOR, MFQ si¬ 
mili , poiché ciascheduno è simile al trian¬ 
golo MPN, sarà MR : MO = MF : MQ , 

Cioè dx: Vdx^Jf - Vl Vd?+'df 

dx 

> M Q 9 nia la differenza fra le due 
quantità finite MQ, OQ essendo una 
flussione, sarà zero rispetto ad esse rette ; 
epperò, differenziando la ritrovata es¬ 
pressione di MQ, prendendo dx costante, 


quindi d^dx 1 -+- d^dy 1 = — {<tyd 2 y , e 
dzdjc'-t-dzdy* • . 

--1 jL_ == 7 , e sostituito in questa 

— dyd'y 1 1 

espressione in vece del suo uguale 
. i* dx % + dy* 

dz , sara , corretta 1 espressione,- — 

— d'y 

=*{ = MF , e surrogando finalmente 
questo valore di ^ nella espressione di 

MQ, sarà ^dx 2 -+-dy 1 =dx 2 -t-dy 2 
dx —•dxd*y 

formola pel raggio osculatore della curva 

AMO. La retta MF = si chia- 

— 

ma Sottosculatrice , o Co-raggio, 

n 8. Per non allontanarsi dal nostro 
assunto tralascieremo di additare le di¬ 


verse maniere, colle quali si può otte¬ 
nere la medesima formola pel raggio 
osculatore, e tralascieremo pure di co¬ 
struire quell* altra formola, che serve 
per le curve , le cui ordinate sono tutte 
dirette a un polo, ma si ridurremo a 
dare la regola generale per servirsi delle 
ritrovate formole. 


Data adunque l’equazione di una 
curva , di cui si vuole il raggio oscula¬ 
tore , o la sottoscularrice, converrà diffe¬ 
renziare F equazione, affine di avere i 
valori di dy , dy 2 , d l y , dati per dx 5 
o pure i valori di dx , dx 2 , d 2 x dati per 
dy ^ e sostituirli nelle ritrovate formoJe, 
col qual mezzo si avrà F espressione del 
raggio osculatore, o del co-raggio in ter¬ 
mini nmti , ed affatto liberi da diffe¬ 
renziali. 


z 19. Volendo far uso della regola 
generale, sia AM la curva proposta, 
la cui equazione è px = y 9 e si voglia Figura 
trovare il suo raggio osculatore, e la xc. 
sottosGuIatrice i n ciascun punto M, e 
descrivere la sviluppata K Q L genitrice 
della proposta curva. Si differenzi l’equa- 

viarw'tn A‘ ^ ~ Vfy * e differen- 

1 nuovo, preso dx per costan- 
te, sara idv 2 -4- > 

’ y ^ 2 ydy = avremo 

a unque nella prima differenziazione dy 
_ pdx 

~iy e surro gato questo valore neJJa 


seconda , 

Sostituii 


sarà d 2 y 


— dy a —P *dx\ 

r 


pertanto questi valori nella for- 
X 


mola della sottosculatrice M F , sarà 

dx 4 dy' _ dx 1 ■+■ p'dx' _ 4 y 3 + p'y 

— d'y _ 4y a P* 

p*dx* 

4y 3 _ 

e sostituendo /?* in vece di y 2 , e Vpx 

in vece di y, sarà 4f^y_ 4/>*r*yr 
/- 

= + v^S = MF. 

P 

Tirisi pertanto M Q normale alla 
curva A M , e si tiri T ordinata M P 
prolungata indefinitamente. Si tagli da 

M in F la parte MF = -^11 y/y x% 

P 

e tirata dal punto F la F Q paralella 
all’asse AB, s’avrà nel punto d’inter¬ 
secazione Q la lunghezza MQ del raggio 
osculatore. 

Se in vece di adoperare la forinola 
della sottosculattrice si vorrà far uso della 


formola d * —— del raggio osculatore. 

—» d.id'y 

basterà sostituire in essa i ritrovati va¬ 
lori di dy , dy l , d l y dedotti dall’ equa¬ 
zione della proposta curva, e s’avrà 



4y 3 


— MQ. Tirata pertanto la M Q nor¬ 
male alla curva A M, e fatto M Q 

_ 3 X 

sara Q un punto dell’evo- 
*P Z 

h ta e prendendo diversi pumi 

ne a curva AM, e da ciascheduno 
d essi tirando la normale QM col no¬ 
tare i corrispondenti valori di x nella 


ritrovata espressione di MQ, si descri¬ 
verà coi mezzo di più punti l’evoluta 


Se nell espressione del raggio oscu¬ 
latore 4 P X -f- P l 2 • r 

- T X Si supporà * = *, can- 

jp 2 

celiando il termine 4px , che diventa 

_ 3 ' 

ancora zero, sarà 3 =-£ =AK, va- 

1 1/>2 1 

le a d 're , che nel vertice A della pa. 

rabola AM il raggio osculatore è uguale 


3 l 4 

al semiparametro, e che l'origine K 
della sviluppata KQL è distante dal 
vertice A per la distanza del semipa¬ 
rametro. 

210. Per esprimere con una equa¬ 
zione la natura della sviluppata KQL, da 
un punto Q si tiri QB perpendicolare 
alla direttrice K B delle ascisse , e si 
chiami 1*ascissa KB = u e l’ordinata 

BQ = 

Poiché BQ == PF=r FM — PM , e 
che JM = -^ + e PM=_y 

/— v 4 l\fpx _ _ 

— v px , sara £-- -+- Vp% — )/px 

— Coltre nel triangolo rettan- 

golo MFQ si ha MQ — MF = FQ, so¬ 
stituiscasi i valori analitici di MQ, ed 

MF , s’avrà 4**1 px ^. p ~ = FQ,e u 


l = FQ=BP } ma KB = APm-PB 

l 

— AK, sicché, sostituendo i valori ana¬ 
litici , sarà u = x -f- — ~= u. 

1 2 

j « 

ed x = Si scriva quesjo valore di 


315 

* nell’equazione ( — , sarà 

4 U Ì f pu 

ì = 7V 3 i e facendo sparire il radi- 


P 

cale, sara 



e correggen- 


do l’espressione, s’avrà - Pl - = u > 

16 9 

equazione ricercata della curva KQL, 
che, come s, vede, è la seconda para¬ 
bola cubica, il cui par<imetro 

zzi. Sia la curva proposta AM un’ 
elisse, il di cui asse AB = a, il suo pa¬ 
rametro = />, T ascissa AP = x , e l\or- 
inara PM — _y, ond e sia la sua equa¬ 
zione V - | / opx—px' . 

J — ]/ — - -1 e si voglia tro- 

V3re ^ raggio osculatore MQ , e de¬ 
scrivere la sua sviluppata KQL , diffe¬ 


renziando , sarà dy = 
«uovo differenziando, 
stante, sarà d?y * 


apdx - ipxdx ^ ^ 
2 V a *px-npx a 

presa dx per co- 
— a*p z dx 2 

_ì> e fa- 


cendo 

raggio 


4X0 5 px — JPX 1 2 

e sostituzioni nella forinola del 

osculatore 


3 1 6 

ì 

dx* +dy* 2 , e correggendo l’espressione , si 

— Jxd'Y 


troverà = + 3 

" ~ za’p* " 

Tirara pertanto dal punto M la normale 
MQ alla curva AM 9 e fatto MQ della 
ritrovata lunghezza 9 sarà Q un punto 
dell’ evoluta , e ripetendo la stessa opera¬ 
zione in altri punti M , si verrà in tale 
guisa a descrivere l’evoluta KQL. 

Se si suppone x = p , la detta es- 
ì 

_— p 

pressione diventa a*p' 2 = - = AK, 

za l p* 

cioè a dire, che nell’ elisse il raggio 

osculatore , che corrisponde al vertice 
A , equivale alla metà del suo para¬ 

metro. 

Se si suppone p = a , 1’ espressione 

3 

“ a 

del raggio osculatore MQ = =-, 

za 5 2 

qualunque sia il punto M : adunque i 
raggi saranno tutti uguali tra loro 9 e 
l’evoluta sarà un solo punto ; e sicco¬ 
me nei caso che p = a , 1’ disse diventa 


Un c erchio, così si scorge , che la svi¬ 
luppata del cerchio è lo stesso suo centro. 

Per ultimo , se si vorrà esprimere 
con una equazione la natura della svi¬ 
luppata KQL appartenente all’elisse AM, 
bisognerà trovare il valore della sotto- 
sculatrice MF, e operando conforme¬ 
mente al §. no, sì verrà ad avere la 
ricercata equazione. 


ni. Dalle cose dette intorno il va- 
ore del ragg IO osculatore, e delle evo- 
ute genitrici, s i f a manifesto, ^ se 
e curve generate riescono algebriche. 
saranno pure algebriche le loro svilup¬ 
pate, e se ne potrà sempre esprimere la 
natura con Un > e q uaz i one y e s j osserva 

in oltre, che qualora la curva generata 
allo sviluppo è algebraica, la corrispon- 
dente sviluppa è seropre rettificabile , 
cioè si può assegnare una linea retta uguale 
a una qualunque porzione della genitrice! 
imperciocché, essendo per costruzione il 
raggio osculatore Q M uguale al corri- 
spondenre arco QK della" sviluppata più f 
o meno la retta AK , sarà MQ + AK 
una linea retta uguale in lunghezza ali* 
arco KQ d’ essa sviluppata. 




LIBRO QUARTO 

Del Calcolo Integrale . 

213. Tl Calcolo Integrale, 0 Sommatoria 
è il metodo di restituire una forinola dif¬ 
ferenziale in quella espressione , di cui 
ella è la differenza -, e però f integrale di 
dx sarà * $ l’integrale di df—dy saràf—y 
l’integrale di xdy - 4 - ydx sarà xy $ l’inte¬ 
grale di 3 x 2 dx sarà *3 9 i* integrale di 
adx+ydx—xdy y x 

--^ a J +r sara —, poiché, differen- 

ziando tutti essi integrali, si ricavano 
di nuovo le proposte tormole differen¬ 
ziali. 

Nell* istessa guisa , che nell’ Algebra 
ordinaria si può elevare una quantità qua¬ 
lunque a qualsivoglia potestà , ma non si 
può sempre da una quantità estrarre una 
proposta radice, così ancora in questi 
calcoli , sebbene di qualsivoglia quantità 
si trovi sempre il differenziale, nulla di 
meno non si può sempre integrare qual¬ 
sivoglia proposta formola differenziata, 
anziché le formole differenziali, che sono 
di sua natura integrabili, debbono essere 


. 3*9 

inneggiate diversamente a misura, che 
sono diversamente composte, o che con¬ 
tengono una , o più variabili : da qui 
avviene , che il calcolo integrale è un 
complesso di molti metodi, indirizzi, e 
ripieghi particolari, in vece, che il cal¬ 
colo differenziale consiste in un solo me¬ 
todo generalissimo. 

Nel seguente capo si danno le re¬ 
gole per integrare le formole differenziali 
del primo ordine, le quali, essendo di¬ 
versamente composte , contengono una 
sola variabile, e nel capo terzo si darà 
la maniera d’integrare le formole diffe¬ 
renziali del primo ordine, nelle quali 
s’incontrano due variabili. 


55 °capo primo. 

Delle Regole per integrare le for mole 
differenziali del primo ordine , le quali 
contengono una sola variabile . 


114. VTl’ integrali , che si ricavano 
dalle formole differenziali, riescono Pre - 
cisi , o Approssimati . 

L’integrale è preciso, allorché si 
esprime con una quantità finita, ed as¬ 
segnabile, ed allora si chiama Algebrai - 
co ; ma , se l’integrale dedotto dalia for¬ 
inola differenziale sarà eccedente, o man¬ 
cante dal preciso valore, si dirà ap¬ 
prossimato , ed in ispecie si dirà, che 
l’integrale è approssimato per via di una 
serie, se per esprimerlo si adopererà 
qualche serie, in cui essendo il numero 
de*termini infinito, se ne trova la som¬ 
ma per approssimazione, o pure nell’ in¬ 
tegrale approssimato si suppone la retti¬ 
ficazione, o la quadratura di una qual¬ 
che curva, che non si sa rettificare , nè 
quadrare, come sono il cerchio eucli¬ 
deo , 1’ iperbola appoloniana ec. Final- 



mente si dirà Trascendentale 1 * integrale 
approssimato, se per esprimerlo si farà 
uso dei logaritmi. 

Il segno S indica , che della pro¬ 
posta forinola differenziale si dee tro¬ 
vare Tintegrale, e così S dx addita, che 
della forinola differenziale dx si dee tro¬ 
vare 1’ integrale, P espressione S cdx ~ lxdx 

significa, che si dee trovare P integrale 
della forinola cdx — ixdx , e così di 
altre espressioni differenziali precedute dal 
segno suddetto, che dicesi Somma , o 
Integrale, 

1x5. Incominciando dalle regole per 
ottenere gli integrali algebraici, si dirà 
che , se la quantità differenziale sarà 
semplice , sia poi questa moltiplicata, 
o divisa per quantità costanti, se ne ot¬ 
terrà 1 integrale col solo scancellare la 
caratteristica d 9 e nella quantità restante 
s’avrà P integrale ricercato ; e però del 
differenziale dx P integrale sarà x , di 
— di l’integrale sarà — {, di cdy l’in¬ 
tegrale sarà cy y ài — a'dx l’integrale 

sarà — a *x , di P integrale sarà y 


JT 
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di — C —^- f integrale sarà , di 

f+g 6 y f+* 

a'hdx a 2 bx 

ZZZ 7 1» integrale sarà » , e così di 

a—c a—c 

altre espressioni differenziali di questa 

specie. 

216. Ma qui fa d’uopo avvertire, che 
siccome nel differenziare una quantità 
svaniscono le costanti, che talvolta sono 
congiunte colle variabili (§. 172), così 
deesi ad essi integrali aggiugnere una 
costante a piacimento, il cui valore, 

come vedremo nel seguente capo, si de¬ 

termina poi nei casi particolari, e così 
P integrale compito di dx sarà non solo 
*, ma ancora x±c 9 l’integrale com¬ 
pito di a 2 df sarà non solo a 2 ^, ma an¬ 
cora ± b 3 , lo stesso vale per qua¬ 
lunque altra formola. 

Nel trovare adunque l’integrale delle 
formole differenziali si dovrà sempre ag¬ 
giugnere una qualche costante, affinchè 
P espressione integrale abbia tutta P uni¬ 
versalità , di cui è capace, epperò, se 
nel seguito si ommetterà talvolta di così 
fare, ciò sarà unicamente per ischivare 
le ripetizioni. 



ii7. P er integrare una formoJa es¬ 
pressa da un prodotto formato di una 
variabile elevata a qualunque potestà, e 
moltiplicata nella differenza della stessa 
variabile» si aggiugnerà un’unità all* 
esponente della variabile, e scancellata 
la flussione , si dividerà il tutto pel nuo¬ 
vo esponente, il quoziente, che ne ri¬ 
sulterà » sarà 1* integrale ricercato ; e 

però 1 integrale di jatVx sarà ~ x s * 

° pur ^ e * 5 ^ a S 1’ integrale di a*ydy 

sarà —> 0 pure — S c 6 j l’integrale 

5 - f. 

dl ~ k , o pure ±^,l’inte. 



tore si trova la differenza della variabile 
moltiplicata eziandio con qualche co¬ 
stante , e nel denominatore evvi la po¬ 
testà della variabile, bastando perciò far 
passare il denominatore nel numeratore, 
mutando il segno all 1 esponente* 

Per esempio, se si debba integrare 

^, esprimendo questo rotto in quest’ 
x 

_ i 

altra maniera x dx 9 per mezzo della 
^ y dx _ ì 

data regola, cioè ~ = x dx 9 si tro- 

vera, che il suo integrale e ——-— 

r= -— = —-— ± a i l’integrale di —• 
— i —ix 1 ’ o y 4 

C'Y mmm i mmm Q 

= cy ’" 4 dv sarà ---- h f. l’inte- 

J J — 3 3y 5 J 

graie * ~~T~ ~ ~ a ‘ y ~ 7 Jy sarà 

~ a t — — n m , e così di altri. 

-6 6y‘ 

ni. Dalla data regola si dee però 



3 3 * 

eccettuare il caso, in cui la variabile 
ha F unità negativa per esponente, 0 
pure, essendo posirivo questo esponente 
la variabile è il denominatore di un 
rotto , nel cui numeratore si trova la 
flussione d’essa variabile: per esempio 
_ edy . 

c y im perciocchè in questo 

caso, eseguendo la data regola, si ha 

~ i + i l > espressione di quantità 

infinita, che nulla ci fa conoscere. In 
simile riscontro adunque fa d’ uopo rac- 
correre ad altri spedienti, servendosi 
degli integrali trascendentali, o delle 
serie infinite, fa qua l cosa si tratterà, 
dopo d’aver data la maniera di trovare 

Liriss? d ' virie sptc,e di 

“ 9 ‘ data regola (§. ii 7 ) serve 
anche per le frazioni, il cui denomina¬ 
tore è una quantità costante, o riduci¬ 
bile ad essere tale. 

Suppongasi in primo luogo, che il 
numeratore della frazione sia la quantità 


semplice —j~il suo integrale sarà 


b'x* 
4 ac 1 


m 4 5 della formola 


a'Y^dy 

j - r integrale sara -^=====, o pure 


■• sJ* y — rfc 5 della formola — 1 dl — 
6Xc*+f a'V-b'ì'* 

siccome si può ridurre a quest’ altra 

-7—rr> *’ integrale sarà -~==^- , e così 
* ~ b 3 Xa‘-b‘ 

ancora della formola , dopo d* esse- 

c a x” r 

re convertita in quest’ altra espressione 

x m ~~ n dx < x m ~ n+1 

-, il suo integrale sarà y r- 

C* W -/ 24 -iAc J 

± fi della formola lÉL = °JllÈL Pin . 

c’y 4 c 1 

tegrale sarà == —^. della formola 

b ~™ 3 C 3 ‘ a y l 

— /72*jc— 5 A lt . , — m 3 x^ 4 

- l’integrale sara — 

ac —cg ~4À-ac-cg 


4jr*Xac — < 


, e così di altre espres- 


sioni della divisata specie, siano poi esse 
in forma d’intero , o di rotto. 

230. Se il numeratore sarà una quan¬ 
tità composta, converrà spezzare il rotto, 
formando altrettante frazioni, quanti sono 
i termini nel numeratore $ dopo del che 
si troverà l’integrale di ciascheduna di 
queste frazioni, e tutti essi integrali uniti 
insieme per mezzo dei convenienti segni 
somministreranno 1* integrale del rotto 
composto. 

Sia proposto da integrare la fra- 

cx'dx—a *jcdx 

Z1 °ne -—--, spezzando questo rot¬ 


to > s’avrà 


cx 2 dx a'xdx 

(n a m 1 


, il di cui inte- 


p-n s ^ a 9 * 4 », 

■—» a e sar a- ± b 2 j per integrare 

3/72 a 2/72 J * r ° 

ydy c . 

-> spezzata la frazione, 

come è stato detto , sarà ——- ——- 

m—ri m—n 

___ a*ydy 

e integrando ciascun termine, 

av remo 


3/72 — 3 n 4 m — 4* ... 

P er l’integrale della proposta frazione. 

Y 


n ® , . . , 

Se la formola da integrarsi fosse 

bx°dx — cx'dx 

espressa in questa maniera — , 

siccome, correggendo l espressione , si ha 
bx J dx—czdx ^ eu - denominatore è 

a-t-c 

costante , così si troverà 1* integrale nel 
modo spiegato. 

231. Passando ora alle regole per in¬ 
tegrare le espressioni differenziali, che han¬ 
no, o sono riducibili alla formola mxPdx 

n 

Xc r ± x r q , la medesima sarà sempre 
integrabile in questi tre casi. 

i.° Quando^- essendo un numero 


intiero, o fratto, positivo, o negativo 
sarà f incognita fuori del segno elevata 
ad una potestà minore d’un’ unità di ciò 
sia quella sotto il segno. 


i.<? Quando ~ sarà un numero in¬ 


tiero, e positivo. 

3 .° Sarà sempre integrabile, ogmvolta- 
chè accresciuto 1* esponente dell’incognita, 
che è fuori del segno, d un unità r di¬ 
viso questo per l’esponente della varia¬ 
bile, che è sotto il segno, dà di quo¬ 
ziente un numero intiero positivo. 


In questi tre casi la formola s ’inte¬ 
grerà nella seguente maniera. 

Nel i.S caso basta accrescere l’es- 
n 

ponente-^ d un unità, e dividere il tutto 

Per il nuovo esponente moltiplicato per 
il differenziale della quantità sorto il se¬ 
gno, e correggere quindi 1’espressione ; 
oppure piu speditamente trovare qual rap¬ 
porto abbia il differenziale fuori del se¬ 
gno col differenziale della quantità sotto 
li segno, e trovare in questa maniera il 

va ore i m- y moltiplicare quindi questo 
valore di w per j a quantità \ otto J <c- 

gno elevato all’ esponente ^ -+- i , e di¬ 
videre il tutto per lo stesso esponente : 

n 

per esempio mrx r~i 7 

Nel 2 .® caso, b asca elevare la quan¬ 
tità sotto il segno alla potestà ~ , mol¬ 
tiplicare inoltre questa potestà per la quan¬ 
tità fuori del segno, e quindi integrare 
termine per termine separatamente , per 

«empio m'd x X.c 1 h- *• 2 qUeSta re g° ,a 

Patisce eccezione, ed è nel caso, che 
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dopo le attuali moltipliche vi si ritrovasse 
T incognita elevata alla potestà — 1 j in 
questo caso s’integra quel termine per 
mezzo de’logaritmi j per esempio mx~ i dx 


+ x 2 

Nel terzo finalmente basta eguagliare 
la quantità sotto il segno ad un’ altra in¬ 
cognita , differenziare quest’ equazione , 
trovare il valore della differenza dell’in¬ 
cognita data in termini espressi per que¬ 
sta nuova incognita : fare le debite so¬ 
stituzioni , ed integrare in quesra maniera 
la nuova quantità , e ritornando a sosti¬ 
tuire i valori dati, s’avrà con ciò inte¬ 
grato quanto era proposto. 

Notisi che questo caso abbraccia gli 
altri due, ed è in questa maniera gene¬ 
rale , mentre gli altri due sono semplice¬ 
mente particolari. 

Per dimostrare, che sia generale agli 
altri due casi basta prendere gli esempj 

t v-r per il secondo caso : 

mx^dx Kc 1 -+- r 


ed m,*-' , per 11 P rim ° ; 

ed integrarli quindi per via di sostituzioni» 
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*3x..Si ottengono gl’integrali trascen¬ 
dentali per mezzo della logaritmica ; 
poiché in essa le ascisse x corrispon¬ 
dono alle ordinate y in quella guisa ap¬ 
punto , che nelle Tavole trigonometriche 
corrispondono i logaritmi alla serie dei 
numeri naturali ( §. 135). Chiamata per¬ 
tanto c la sottotangente della logaritmica, 
» cd y 

sara — == dx la sua equazione (§. 198), 
e integrando, sarà 
c cdy — 

^ y x > m a a: = /. y ( §. 13 3), adun- 

o cd y 

9 ue ^ ~F ^ P reso nella logaritmica 
della sottotangente == c. 

prHr ? escritta pertanto la logaritmica 
Co,la data sottotangente , se in 
essa ordinata AG esprime P unità , do¬ 
po aver tirata coll* intervallo = y la 
retta KM paralella all’ assintoto AD, e 
ddl punto K tirata KC perpendicolare 
alla AD, sarà l'ascissa AC = x = /. y 
cdy 

= S — • Medesimamente P integrale di 
== ~ sarà x = Ly = Sy > preso 


FIGURA 
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esso logaritmo nella logaritmica, la cui 
sottotangente sìa z= *. 

133. Raccogliendosi dall’antecedente 
paragrafo, che il differenziale di un lo¬ 
garitmo sia una frazione, in cui il nu¬ 
meratore è il prodotto della sottotan¬ 
gente nella prima flussione del denomi¬ 
natore , e il denominatore della frazio¬ 
ne è la quantità istessa , di cui si ha il 
logaritmo , consegue, che il differenziale 

i mm dv 

di — /.y = L y~ J = L - sia -- , 

y y 

che il differenziale di /. c ■+■ y sia $ che il 

J c+y 

differenziale di /. c —y sia —- j che il 
c—y 

differenziale di — L c-f-y = /. c-+-y 

= l. — sia —e che il differenzia- 
c+y c+y 

le di — l. c —y = L c—y = /. —— 

c — r 

sia , intendendosi essi logaritmi presi 

c — y 

nella logaritmica della sottotangente = i; 
ed ove la sottotangente fosse = c , il 
numeratore degli addotti differenziali si 
dovrebbe moltiplicare per c • 
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Le addotte formole differenziali so¬ 
tto le più semplici , ed è necessario ren¬ 
dersele familiari , affinchè nella pratica 
se ne sappia tosto conoscere i loro in¬ 
tegrali , a’ quali si dovrà sempre aggiu- 
gnere una costante arbitraria, da deter¬ 
minarsi poi questa nei casi particolari 
(§. 226). 

234. Le formole differenziali più com¬ 
poste delle divisate ( §. 133 ), e che ap¬ 
partengono a integrali trascendentali, si 
rappresentano in forma di rotto , o di 
una quantità composta , che si può ri¬ 
durre in torma di rotto. Di tali formole 
si otterrà 1’ integrale, ognivoltachè il 
numeratore sarà il differenziale preciso, 
o qualche proporzionale del differenziale 
del denominatore ; bastando perciò scri¬ 
vere il logaritmo del denominatore mol¬ 
tiplicato pel numero, che addita la ra¬ 
gione tra il numeratore, e il differen¬ 
ziale preciso del denominatore. 

ixdx 

Per esempio l’integrale di-^7 sara 

1 X L , poiché , essendo il numera¬ 
tore il differenziale preciso del denomi¬ 
natore , s’ avrà una ragione d’uguaglian¬ 
za , onde verrà espressa per l’unità. 
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L* integrale di 


i; *iy'dy 

h 7 5 


sarà 4 /. c'+y *, poi¬ 


ché il numeratore è quadruplo del dif¬ 
ferenziale del de nominatore , F integrale 

di 1 L—L sarà - /. c 3 —y 3 ? poiché il numera- 

c 5 -/ 3 3 

tore è la terza parte del differenziale del 
denominatore. 

Per le medesime ragioni F integra¬ 


le di - ady - ydy sarà - L ay-+-y x 

4 _ 2 _ 4 




. 8 


= L ay-ty 2 4 3 l’integrale di - ytdy—ic’dy 


y't—c’y 


sarà J/. y 4 —c 3 y = l, y 4 —cy * $ Finte- 

graie di r edx—xdx sar ^ l i' ax ^. x i 
ax — x* 2 


= 1 . ax — x 2 * = L>/a:v—x % presi tutti essi 
logaritmi nella logaritmica della sotto¬ 
tangente = 1. 

Nella stessa maniera della forinola 


*y'*y 


7 l’integrale sarà 




= /. c 3 -f-y J 3 ’ poiché 


la ragione tra il numeratore, e il differen¬ 
ziale preciso dei denominatore j l’integrale di 
6acx'dx — 8 cx l dx 


ic l.ax’-x< * da prendersi 

essi logaritmi nella logaritmica della sot- 
torangente = lt 

235. Qualora il numeratore della fra- 
zlone , n ? n P ro porzionale al differen- 
zia e e enominatore, occorrer pos- 
sono diversi casi, cioè, che il denomi- 
natore sia tale, che nessuno de’ suoi 
componenti lineari sia immaginario, op¬ 
pure che alcuni di essi, o tutti siano 
immaginari. Inoltre , se essendo tutti 
reali i componenti del denominatore, 
possono questi essere tira loro uguali, 
o disuguali, esigendosi per ciascun caso 
particolare i suoi adattari ripieghi. Noi 
tralascieremo d’inoltrarsi in tutti questi 
casi , e ne esamineremo un solo per 
far vedere, che 1* integrale di una for¬ 
inola differenziale può talvolta essere in 
parte algebraico , ed in parte trascen¬ 
dentale. 
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y iJ y 

Debbasi integrare la forinola_ j, 

in cui il numeratore non è proporzio¬ 
nale del differenziale del denominatore, 
ma questo ha le sue tre radici reali, 
ed uguali. Pongasi la sua radice y — c 
= {, sarà y = f -+- c, dy = </{. Sostituis- 
cansi questi valori nella proposta formola , 
y'ày — — ' y 

e sarà ; = ì ’+- ciA - 


y—° i> 

e spezzando questo rotto in tanti rotti 
semplici, e correggendo l’espressione , 

, , 3 cdz ic'di c J d{ . 

sara dz -- ■+• —7- 4- -j -1 e inte “ 

l i l 

grando , s avra {4-3 *• {---7^* 

e restituendo in luogo di { il suo va¬ 
lore dato per y, sarà y — c «+■ 3 l.y-c 


JL - 

y—c 1 y—c 


l’integrale della 


proposta formola , che , come si vede , e 
in parte algebraico , ed in parre trascen¬ 
dentale ; dovendosi prendere il logaritmo 
3 /. y~ e nella logaritmica della sottotan¬ 
gente = c. 
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13 6 . Dalle cose fin qui dette incorno 
il calcolo integrale si raccoglie; 

i.° Che le sostituzioni sono di un 
grand’ uso in questo calcolo. 

i.° Che la regola per accertarsi, 
se non siasi commesso errore nel ritro¬ 
vare gl’ integrali delle formole differen¬ 
ziali , consiste nel differenziare il ritrovato 
integrale, ed ove questo restituisca la 
proposta forinola differenziale , saremo 
certi d’aver operato giustamente. 

237. In tre maniere si ottengono le 
serie, cioè colla divisione, coll’estrazione 
di radice, e colla combinazione d’ambe¬ 
due le operazioni. 

Per ridurre una frazione a serie in¬ 
finita , basta dividere il numeratore pel 
denominatore, usando la regola ordinaria 
della divisione, e di nuovo dividere il 
rimanente, e così di mano in mano pro¬ 
seguire in infinito , il quoziente, che ri¬ 
sulta da tale operazione, somministra una 
serie di un numero infinito di termini, 
la cui somma è uguale alla proposta fra¬ 
zione. 

Convien però avvertire di porre nel 
^nominatore della proposta frazione per 
primo termine quello* che è il maggiore. 
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affinchè la serie riesca convergente, cioè 
a dire, che si vada accostando sempre 
più al giusto valore , a misura che s’ag¬ 
giungono nuovi termini , poiché , altri¬ 
menti facendo , la serie riuscirebbe diver¬ 
gente , cioè si scosterebbe vie più dal 
valore ricercato , a misura che s’accre¬ 
scerebbe il numero dei termini. 


Operando pertanto secondo la da¬ 
ta regola, avverrà, che la frazione 

fidotta in serie infinita, supposto 


g > h , sarà 

•k 


j ±: 

g-*-* s 6' ' g* 

ancora la frazione — 


fh 3 

-F +ec> ’ 


COSI 


ridotta in serie 


infinita darà 

/ f , fh 


8 " 

fh' 


fh 3 


ec. 


g-h g g' g? g> 

Questi due esempi potranno servire di 
formola generale per tutti gli altri casi. 

138. Per ridurre una quantità radica¬ 
le composta in serie infinita , basta estrar¬ 
re dal primo termine la radice indicata 
dall’esponente, e indi proseguire in in¬ 
finito 1’ operazione nella solita maniera 
deli’ estrazione delle radici, come è sta- 
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to insegnato negli Elementi dell’ Alge¬ 
bra : quindi è, che il radicale T" a * ± 
ridotto in serie infinita somministrerà 


r ,- x x x 

' a 2 H x 1 -r-r±77- 

Oi? 1 6a 


5 *" 

[ 


ec. 


239. Col mezzo della seguente for¬ 
inola si potranno ottenere con maggior 
facilità le serie infinite , che dipendono 

m m 

dai radicali P^PQ" = P” -+- ”-- 3 . 


m-nXBQ 


m-inXCQ m«3nXDQ 
■--- ec. 


l n 4 » 

In questa formola l’espressione P+PQ 
rappresenta la quantità data, ^ esprime 

P esponente numerico, P il primo ter- 
m * ne [\ Q i} rimanente di tutti gli altri 
termini diviso p e l primo , e ciascheduna 
delle lettere A , B , C, D ec. significa 
rispettivamente il termine anteriore, di 

modo che, per A s’intende P«, per B 
s ’intende ? p er C s’intende 
-- ec. 




24P. Per esemplificare debbasi ridurre 
in serie il radicale 

Var+x* = a a -*-* 2 % sarà P=a 2 , Q =~ 


/72=I , n = 2 , e però , facendo le de¬ 
bite sostituzioni nella formola generale, 


s’avrà?^ a 2 -t-x z 


__ a -h — - 


Sa 7 


i6« 5 


S 3 C 8 

n8a 7 


ec. 


Debbasi ridurre in serie infinita il 

s ___L 

radicale Va'+a'x-x’ — a ! -*-a'x-x ! ' • 
a^x-x 5 

sarà P = a 5 , Q = ———, m= i,n — 


5, e però, fatte le debite sostituzioni, sarà 

a* -t- a+x — * 5 5 = a •+■ a+x — 

5 * 4 

za**x* •+■ *"” ^ ,,a '* ° 

,_ — --- ec. 
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Colla medesima regola si potranno 
anche convertire in serie infinita le fra¬ 
zioni , che hanno un radicale composto 
per denominatore. Per esempio abbiasi 


3 5 1 


te frazione 


' y*- a y 


da convertirsi in se¬ 


rie , basterà per ciò far passare il deno¬ 
minatore nel numeratore scritto in forma 
di potestà , e s’ avrà 

X 

, -- = c Xy 3 — a*y 3 , e però fat- 

Vy'°-a 2 y 


to P = y l , Q __ — 


a 2 

— ,m==-i,/z = 3, 


1 c a'c 

sostituendo, sarà c Xy* — a‘y~~ = y * 

143* c , . .. 

^7— ec., e cosi di tutti gli 

altri casi. 

241. Colle fatte premesse sarà facile 

integrare una qualsivoglia frazione dif- 
erenziale, bastando perciò convertirla in 
una serie infinita. 


Sia da integrarsi la formola ~à-+T 9 
ridotta in serie convergente la frazione 
( §• 1 5 1 ) , e moltiplicato ciascun 
numeratore p er dx , c’avrà 


ec., e 


e:tdx ex* doc 

—r -t- 
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cdx _ cdx 

a-t-jc a a 1 a 3 

integrando, sarà 

cdx ex ex ’ 

a-*-x a xa* 


ex* dx 


ex* 


-ec. 


xa $a‘ 4 a* 

Sia da integrarsi la forinola —— 

( §. 2.3 x ) , fatta yz=b- 4 -i, intendendo 
per £ una costante qualsivoglia, e per 

r un’altra incognita, sarà — = 

* y b+i 

ridotta in serie convergente la frazione 


b+i 
per di 


, e moltiplicato ciascun numeratore 


sara 


ftfr _ 



ci'd\ 


-+• ec*, 


b 

b ’ 


a* 


integrando come 

avanti, 

sarà 


cil 

__ ^ 



C? 5 

_fil + ec 


b 


7 F 

3 *’ 



e sostituendo in vece di ^ il suo uguale 


y — 6,sarà S 
+ cXy 


3 ^ 


y b 

_3 __ 4 

b _ <Xy — b 


ec. 
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cdx 

Sia la formola ~ da integrar- 


si 5 ridotta 

questa in : 

serie, sarà 


cdx 

cdx 

3 cxdx 1 

11 cx*dx 

l - 5 —- 2 — 

T ■+- ~ 

13 

x •+■ a 

a ì 

5 a s 

2 $a s 

ec. y e 

integrando 

, sarà 


cdx 

S ~- “ 

ex 

3 ex 2 

11 ex * 


^ l ~ 

i -f- 

1» 

-4- a 

a* 

ioa s 

75 a ‘ 


ec., e così si faccia di qualunque 
altra proposta formola. 


. 242. Se le serie così ritrovate, che 
esprimono 1 integrale delle proposte for¬ 
cole differenziali , e comprendono un 
numero infinito di termini, saranno di 
a ore infinito, sarà infinito l’integrale 
e e P ro P°ste forrnole differenziali, e se 
esse serie saranno di valore finito , e di 
più sommabili , cioè a dire che si sappia 
ritrovare il valore di esse serie, quan¬ 
tunque composte di termini infiniti di 
numero, lo che molte volte succede, e 
nc abbiamo un riscontro nelle progres¬ 
sioni geometriche decrescenti all’ infinito , 
SI avrà in quantità finita , ed assegnabile, 


e però algebrico l’integrale delie prò- 
poste formole differenziali ; ma se le se¬ 
rie , essendo di valore finito, non saranno 
sommabili , in questo caso s’ accosteremo 
sempre più al giusto, a misura, che si 
prenderà un maggior numero di termini. 

Si dee qui osservare , che il metodo 
delle serie per integrare qualsivoglia for¬ 
inola differenziale espressa in forma di 
rotto , o che contiene radicali, è gene¬ 
rale, finché s’ accontentiamo di approssi¬ 
mazioni , ma quando si cerca di cono¬ 
scere , se la serie sia di valore finito, o 
infinito, e se sia , o no sommabile , fa 
di mestieri adoperare molte regole parti¬ 
colari. 
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CAPO IT. 

Dell Uso dèlie date Regole* 

243.Xl Calcolo Integrale spiegato nel 
capo antecedente si adopera per quadrare 
superficie piane , rettificare linee curve , 
appianare superficie concave, o convesse, 
cubare solidi, e per trovare il logaritmo 
di qualsivoglia proposto numero. 

Dicesi Quadrare una superficie , al¬ 
lorché si assegna un’area rettilinea uguale 
alla proposta superficie curvilinea, o mis- 
tilinea. 

La regola per quadrare una super¬ 
ficie è la seguente. Sia AMN una curva 
qualsivoglia riferita all’asse A B G colle 
sue coordinate rettangole. Si chiami AB 
-7“ j . 9 “ ^ == y 9 e suppongasi tirata 
ordinata 0 Q infinitamente vicina alla 
BM, sarà BQ-^^MR paralella 
all asse AG , e q u j n di il rettangolo BMRQ 
=== ydx sarà l’elemento , o prima flus¬ 
sione della superficie mistilinea A B M 
( § 83 )', non facendosi conto del tri- 
an golo cararreristico ’MOR, arreso, che è 
una flussione del secondo genere. 


FIGURA 

XCXI. 
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Il ritrovato elemento ydx serve di 
formola generale per quadrare le super¬ 
fìcie curvilinee , e mistilinee , purché 
s’ abbia 1’ equazione particolare della curva 
riferita all’ asse, di cui cercasi la quadra¬ 
tura , bastando perciò da questa equazione 
ricavare il valore di y dato per e per 
le costanti dell’ equazione , e sostituire 
questo valore nella formola ydx , l’inte¬ 
grale di quest’ espressione somministrerà 
la quadratura ricercata. 

144. Sia AMN una parabola appo- 
loniana dell’ equazione ax = y ? , la di 
cui ascissa AB = x , e 1’ ordinata BM 
— y, sarà y = Vax , e sostituito que¬ 
sto valore di y nella formola ydx , s’avrà 


V a x X dx = a 2 x 2 dx , 

2 1 3 

($. 227), sarà ~(i 2 x* = 


e integrando 

i _ 

- X V QX + C la 
3 


superficie ABM. La quantità c e la co¬ 
stante , che nelle integrazioni deesi ag¬ 
giungere ( §, 216), e che ora fa d’uopo 
di determinare. A questo fine riflettasi, 
che nel punto A, ove x = *, lo spazio 
AMB diventa anche zero, adunque l’in« 
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te grale j x Vax-i-c, che esprime questo 

spazio, dee pure essere zero, epperò 

sarà j * V a » -t- c — » , e quindi c = «; 

là qual cosa dimostra, che in questo caso 
non si deve aggiugnere costante alcuna 
all integrale, perchè è compito ; onde 

il medesimo sarà - * ✓£, nella quale 
espressione, sostituendo y in vece di 
Vax , si avra ~ xy per ] a super fi c ; e mi , 

sti'inea AMB, cioè a dire, che ,, su _ 
perfide della parabola appoloniana è uguale 
ai due terz! <j; „„ rettangolo formato 
dall ascissa nell’ ordinata. 

Se nella detta parabola le ascisse 
principieranno i n B, e si voglia la qua- 

j ra d p la superfìcie B M N G , chia¬ 
mando AB=^ BG==Xt GN 

zione suddetta ^diventerà af- + -ax = y\ 
onde y — ^ af+ ax , e sostituito questo 
valore nella formola ydx, sarà 
e integrando (§. 131 ), sarà 

* ~ ^ a / ± ax ‘+t= BMNG. 
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Per determinare la costante aggiunta 
c si rifletta, che nel punto B , quando 
x =* 9 Io spazio ricercato è anche uguale 
zero, adunque nell’integrale fatto x = ** 

sarà - / vGf-b c = * , e quindi c = — 

~ f epperò lo spazio BMNG sarà 

f af+.ax — lfi/af=: 1 X.af+ax* 

3 ^ 

-\S^ 

Sia la curva dell’equazione 
yz=z^ J ^ J da quadrarsi; sostituendo il 
valore di y nella formola ydx , s’avrà 
dx l/x+3 , ed integrando ( §. 131 ), sarà 

2 _ ,4 

3 *+• c la quadratura ricercata. 

Posto x = sarà la e 

4 

~ <2 ^2 = — c i epperò 1’ integrale com- 

4 

pito, ossia la quadratura ricercata della 
proposta curva sarà 

4 X^-ha 3 jV* 

ftguua Sia OMN un’iperbola fra gli assin- 
xcui. toti AG, AT dell’ equazione c 3 = xy z , 
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supposta 1 * ascissa AB = x , I* ordinata 
BIVI = y, e si voglia trovare lo spazio 
ABMOT infinitamente prodotto verso 

O, T , sarà y = ^ — * e sostituito que¬ 
sto valore diy' nella forinola ydx y s’ avrà 
\/~7 ~ c * x ^ dx 9 e integrando, 

sarà icT x 7 = lc \f- + b($. »i 7 ) } ma 

posto *==*, riesce anche b= adun¬ 
que non è necessario in questo caso ag- 
giugnere costante alcuna, e 1* integrale 
compito sarà 1 y/ r s x uguale allo spazio 
AMOTB infinitamente prodotto verso 

O , T, e sostituendo in vece di ^ — 

su ? u g ua ^ e y, sarà 1 = 1 xy , quan¬ 

tità finita , ed uguale al detto spazio in¬ 
finitamente prodotto allo insù verso 0,T. 
Se P equazione fosse c* = x 2 v , sarà 

c5 , c'°dx 

y = — > onde ydx = —7-, e integran¬ 
do , sarà — ~—h b : ma posto x = *, 
x 
c s 

sar à = w ? adunque b sarà anche quan- 
infinita da aggiugriersi per avere 
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l’integrale compito ; e però in questo caso 

10 spazio ABMOT sarà infinito. 

145. Negli addotti esempi le formole 
differenziali sono integrabili algebraica- 
mente ; per adurne ora di quelle, che 
sono integrabili trascendentalmente , sia 
OMN fiperbola appoloniana fra gli as- 
sintoti dell’ equazione a z = X y , e si vo¬ 
glia trovare la superficie A B O M T ter¬ 
minata a una distanza infinita dal punto 
A verso T , ove quest’ iperbola incontra 

T assintoto A T, sarà y = , e sosti¬ 

tuendo questo valore nella forinola ydx , 
$’ avrà 9 e integrando, avremo a L 

x -+• /. c = ABMOT, preso esso loga¬ 
ritmo nella logaritmica della sottotan¬ 
gente = a (§. 133 )j ma posto s 

11 logaritmo di zero sarà quantità infi¬ 
nita , e negativa j adunque il logaritmo 
della quantità c da aggiungersi all’inte¬ 
grale dee essere quantità infinita , e po¬ 
sitiva , e però sarà infinito lo spazio 
ABMOT. 

Se si vorrà trovare lo spazio BMGN, 
presa 1 * origine delle ascisse dal punto B, 
e fatto AB=£, BG = *, GN = y, sarà 
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*y 4- xy = a 1 1* equazione dell* istessa 
iperbola appoloniana, onde y == a t 

e ydx = e integrando, sarà 

S ydx~a L x - 4 - 1 , c, preso esso loga¬ 
ritmo nella logaritmica della sottotan* 
gente = a. Per determinare la costante 
aggiunta /. e , si porrà x = a , e sarà 
a l. b Le = *, e quindi /. c = — a L b % 
adu nque 1 integrale compito sarà 
a 1 » b- 4 * x — a l, b = BGNM. 

Finalmente, se si prenderà BG = x 
infinito, riuscirà infinito adunque 

BMGN infinitamente prodotto dalla ban¬ 
da di G riuscirà anche infinito. 

146. Negli esempj seguenti si vede la 
necessità di usare le serie infinite, affine 
di avere la quadratura ricercata. Deb- 
basi quadrare la superficie AMNCP, 
che è la quarta parte del cerchio euc fi- FIGURA 
deo A M N B O , fatto il raggio A C = a xciy. 
= CM , 1 ascissa CP = x , la di cui origi¬ 
ne è nel centro C, l’ordinata PM=y, 
sarày 3 = a a — ^,ey = f fll „ J *, sosti¬ 
tuito pertanto questo valore nella for¬ 
cola per le quadrature , sarà 
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ydx = dx V a *~x *, e riducendo il radi¬ 
cale in serie infinita (§. mO» sar à 

_ X'dx x *dx 

dx V a ^ x ,=adx - — - — 


oc 6 dx 

1 6a 5 " 
a: 5 


$x*dx . 

——-ec., e integrando , sara 

I2o*Z' , 

* 5 x 7 s .r 9 


Cjt——r---3 T~ -CL. - 

6a 40 a iiia s 1151*2 7 
e fattox = a, l’integrale suddetto di- 
, 2 ^ * a 

venterà a -- ---- ec., 

o 40 in 1151 

valore approssimato d’ esso quadrante 

A M N C , onde il quadruplo della ritro- 

1 a* * a 

vata serie , cioè 4 a 2 - a z -— 

’ 3 10 28 


— - ec. darà F area di tutto il cir- 
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colo ANBO. 

Se si vorrà trovare solamente Farea 
di APM, che è la metà della porzione 
MAQ del cerchio. Si prenda in A F ori¬ 
gine delle ascisse , e fatto AP = x , PM 

— y , il diametro AB = sarày*=w* 

— x 2 Inequazione , dell’istesso cerchio , 

onde y z=V mx — x* j e però sarà ydx 

= dx y/ mx _ x *, e convertito in serie 
infinita il radicale, sarà 


— x Z ^ x ec * > e integrando , sarà 

3 

8/n r 

i, i, — Z. 

AMP = - w * * z — x 2 — x 1 ec. 

I 3 

5m 7 i8/72 T 

Finalmente, se si vorrà avere l’area 
P M N C, basterà trovare separatamente 
l’area del quadrante ANC, e quella della 
semiporzione AMP , e sottratta questa da 
quella, l’avanzo somministrerà la quadra¬ 
tura approssimata della semizona PMNC. 

Nell’ istessa maniera si opererà per 
trovare la quadratura approssimata dell* 
elisse, delle sue parti, e di altre curve, 
le di cui aree non si possono altrimenti 
avere se non col mezzo delle serie in¬ 
finite. 

247. Si dee qui avvertire, che se 
della curva, di cui si vuol trovare l’area, 
1* equazione fosse riferita a direttrici ob- 
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bliquangole , o pure che le ordinate fos¬ 
sero riferite al foco , o polo della curva* 
converrebbe servirsi di un’ altra formola 
diversa dalla ydx. Per non allontanarsi 
dal nostro oggetto, noi tralascieremo d’in¬ 
oltrarsi in queste particolarità, e tralascie¬ 
remo pure di far vedere come per mezzo 
del calcolo integrale l’equazione di una 
curava colle ordinate riferite al foco si 
possa convertire in una equazione colle 
ordinate rettangole riferite all’asse, e vi¬ 
ceversa, bastando al nostro intento le cose 
già insegnate intorno la maniera di tro¬ 
vare l’equazione di una curva* per la 
qual cosa supporremo sempre in avvenire, 
che le equazioni delle curve siano riferite 
all’asse, salvo che si avvisi altrimenti. 

248. Si rettifica una curva , allorché si 
assegna urta linea retta uguale alla propo¬ 
sta curva . 

E’stato dimostrato ( §. 184 ), che 
l’arco elementare di una linea curva si 
esprime per \/dx'+ty* * quest’espressione 
serve di formola per rettificare le curve. 
A tal fine si differenzia l’equazione della 
curva proposta, indi si sostituisce il va¬ 
lore di dx dato per dy , e per le co¬ 
stanti dell’ equazione, o viceversa, coinè 
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piu tornerà a conto , e si ottiene una 
espressione, la quale integrata sommini¬ 
stra una linea retta uguale alla curva 
proposta. Quesre integrazioni si trovano 
o algebraicamente, o trascendentalmente, 
o per via di serie infinite , secondò, che 
esige la natura dell’ espressione differen¬ 
ziale , che si vuol integrare. 

Noi abbiamo di già veduto (§. m), 
che tutte le curve nate da una svilup¬ 
pata algebraica sono tutte rettificabili. Nei 
seguenti esempi si vedrà , come le curve 
in generale si possino rettificare,© preci¬ 
samente , o per approssimazione. 

249. Debbasi rettificare la parabola 
cubica A O M dell’ equazione px 2 = y* f 
essendo AB = x , BM = y ; differenzian¬ 


do, sarà ipxdx = 3 y 2 dy, e dx = ?r ^ 




onde dx 2 = e scrivendo y J i 


4P * 
vece di px 2 , sarà 


4 py 


in 


= _—, e so- 

4 P 


stituendo questo valore di dx 2 nella for* 
Wola , sarà |/ 2 XÙ11 "** 




= dy [/ 9r * 4p - , il di cui integrale è 
Ir 4 p 


?pA9y-t-4/? 


. c , in cui posto y = *, rie- 


8/7 8/7 

sce-j-c = ^ec = —l . adunque Finte- 

3^ 

graie compito sarà ^ T -^, 

27X 4 p 2 

lunghezza precisa dell’ arco AOM. 

Se la curva AOM sarà la parabo¬ 
la appolloniana dell’equazione ax = y z , 
differenziando , s’avrà adx = iydy , e 

4y 1 dy a 

quadrando , sarà Jjc 2 =-- , e sosti¬ 

tuendo il valore di dx z , sarà 

Fl^df = 1 /<£££■+& 


= tL V -t- a 2 . Per integrare quest’ 

a ^ _ 

espressione , suppongasi ^ 4 y a + <,» = ij*+- r, 
alfine di levare il radicale , e sostituendo 
indi i valori di %y , ricavati dalla 
fatta supposizione, si avrà 


dy jr - — a^<h adì tfr 

— - 5 T. 

nella qual espressione si scorge, che il 


primo, e terzo termine sono integra¬ 
bili algebraicamente, ma il termine di 
adì 

mezzo 4i~ ® un ^ nte g ra ^ e trascenden¬ 
tale, essendo necessario di usare per esso 
1 logaritmi; epperò la rettificazione della 
parabola appoloniana si ha solamente per 
approssimazione , poiché dipende dalla 
logaritmica. 

Una consimile approssimazione s* ot¬ 
tiene, allorché si cerca la rettificazione 
della parabola appoloniana per mezzo 
delle serie; imperciocché, ridotta in serie 


1» 

H- 


espressione 

a' q 4 


v^y’+a*, si ha dy 
4 y*dy 

-f- - ec., e ìnte- 

a b 9 


grando, s’ottiene y ^ + — ec. 

J 3/j 4 5 a 4 7 a " 

pel valore approssimato dell’ arco AOM, 
Debbasi rettificare la circonferenza 
del cerchio euclideo CFKGL , di cui sia 
il raggio CH = (i = HF, l’ascissa H P FIGURA 
^ x , di cui l’origine sia nel centro H, XCVI ' 
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P ordinata FP=^, sarà y = \Z a * — 

xdoc , , x'dx* 

dy = — -7= , e dy 2 a= ---, e so- 

^ Vtf 1 _a 1 —a: 

stituito questo valore nella formola per 
rettificare un arco, sarà 
adx 


v dx'+dy* __ a z —x 2 , e riducendo que¬ 
sta espressione in serie, sarà 

x'dx ix^dx 5 x 6 dx , . 

dx + -7? ec -’ ed l "* 

tegrando, s’avrà l’arco KF = *-+- 


6 a 1 


3x 5 5 * 7 

, -i—- -- ec., e supposto x = a , 

^ 4oa 4 ina 6 rr 

<2 30 50 

sarà Parco CFK = <z-H ~ - 4 - — H - 

6 40 112 

ec. uguale alla quarta parte della cir¬ 

conferenza del cerchio, e moltiplicando 

) \ 1 3 5 

per 4 , s avra 4 h— a -f- — a 

r 3 io 28 

ec. per l’intera circonferenza approssi¬ 
mata del cerchio. 

Nell’ istessa maniera si procederà 
per rettificare l’elisse, ed altre curve. 

150. Le superficie concave, e le 
convesse si dicono Compianate , allorché 
si assegna una superficie piana rettilinea 
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“guale alle medesime, e si dice, che si 
cu ba un solido, allorché del medesimo 
Sl assegna la solidità. 

Per divenire a queste opera7Ìoni 
convien prima instiruire le convenienti 
•orinole generali, come si è fatto per 
quadrare, e per rettificare le curve. 

. „ atruoti il piano mistilineo 

* j B • intorno I’ asse AB , la curva 
AMC descriverà una superficie convessa, 
mentre, che il piano a M C B descri- 
sol *doj ma la prima flussione 
M C della curva descriverà una zona 
infinitesima , che sàrà j. elemento del)a 

superficie convessa descritta dalla cprva, 
e il piano infinitesimo PMCB descriverà 
un solido p Ure infinitesimo, che sarà 
4®*“ solido prodotto dal pia- 
n° AMCB. Dal punto M si tiri MR 
paralella alla AB , e si chiami AP = ,, 
m = y* sarà PB = MR = dx % CR 
y. ’ e< ^ MC = Vdx'+dy' , e sia r : c 
a ra g ,one del raggio alla circonferenza 

cerchio, sarà — la circonferenza del 
cerchio descritto col raggio y = P M , 
e Moltiplicata questa circonferenza per 

A a 
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MC, s’avrà j y/dx'+iy' P er l’espressici- 

ne della zona infinitesima, che serve di 
formola generale per le superficie con¬ 
vesse, e concave prodotte nella descritta 
maniera. 

252. Per costruire la formola generale 
per cubare i solidi, si rifletta , che l’area 
del circolo, che ha il raggio P M , sarà 

fi-. e però C ^-~- sarà la solidità del ci- 

lindro infinitesimo descritto dal rettangolo 
PMRB j ma esso non differisce dal so¬ 
lido generato, se non se per una quan¬ 
tità infinitesima del secondo ordine , adun¬ 
que questi due solidi elementari saranno 

uguali, e l’espressione —~ sarà 1* ele¬ 
mento del solido generato dalla rivolu¬ 
zione dej piano AP M intorno all’asse 
AP , e servirà essa espressione di formola 
generale per cubare i solidi generati nella 
descritta maniera. 

153. Volendo far uso delle formole 
(1^1, e 151 ) i abbiasi l’emisfero CAK, 
del quale si debba compianare la super¬ 
ficie convessa , e supposto che il qua¬ 
drarne CAB siasi aggirato attorno al 
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raggio AB, e sia AB=<x, l’ascissa AP 
5=5 x , ia corrispondente ordinata PM 
= y , sarà y = V 2aX _ x , 1’ equazione 
di questo cerchio , e però differenzian¬ 
do, e quadrando il differenziale, sarà 
2 

< ty l = --fL X . Presa pertanto la for- 

iax ■— x 2 

cy - 

mola — ì/dx'+dy' per le combinazioni , 
e sostituiti in essa i valori di y, dy 2 , 

s’avrà ~ /Uri.** \ I j^-t- a-x X dx r 2 

r la* — * 2 

ca( ^ x 

= — j~y e integrando, sara — valore 

della superficie convessa del segamento 
di sfera MAE. 

Se poi si farà x = a , s* avrà — 
uguale alla superficie convessa dell* emis¬ 
fero CAi{, e però - sarà la superficie 

convessa di tutta la sfera , perchè l'area 
del cerchio generatore = ~, così starà 

la superficie della sfera al gran cerchio 
di questa, come 4 *• 1 > cioè quadrupla 
del cerchio massimo# 


FIGURA 

xcviu. 


37* 

Se si vorrà avere la superfìcie con¬ 
vessa della zona CMEK, basterà dalla 
superficie dell’ emisfero CAK sottrarre 
quella della porzione di sfera MAE, e 
si otterrà nell’ avanzo quanto si cerca. 

254. Per cubare l’emisfero, ritenendo 
il canone del §.153» si prenderà la for- 

cy'dx ... 

mola - ( 2 5 2 ) y e sostituito in 


essa in vece di y x il suo uguale 

iax, — x 2 dato dall’ equazióne al cerchio, 

. cdx — ■ - 

Sara 17 — x * 9 e Migrando » sarà 

3Cl JX* — CX 5 

—— -- valore della solidità del se- 

or 


gamento di sfera MAE. Se poi si sup- 

, % — ca i ca s 

porrà x = a , sara -:-= — la so- 

br 3 r 

lidità dell’emisfero CAK, ed il doppio 

-, sarà la solidità di tutta la sfera. 

3r 

Siccome — esprime la solidità del 

cilindro dell’altezza = 1 a uguale al dia¬ 
metro della sua base , sarà il cilindro 
circoscritto alla sfera inscritta , come 

— : ^-= 3 : 2. La solidità del cono, 
r \r * 


la cui altezza sia uguale al raggio di sua 
base = a, sarà ~ , adunque sarà l’emi¬ 
sfero al cono inscritto, come : — 

i r 6r 

t. In simil modo si potranno di¬ 
mostrare molti altri teoremi. 

Per avere la solidità di un settore 
MAEB, converrà alla porzione di sfera 
MAF — 

-- aggwgnere la soli- 


dirà del cono MEB = ± XTZ^XI^T, 

6 r 9 

la somma ----- sarà la solidità ricercata 
d’esso settore. 


MI* Abbiasi un paraboloide formato 
dall arruotamento della parabola appo- 
lontana AMO intorno al suo asse AB, 
e sia AP=b X) PM=y, ed ax — y‘ 
equazione di questa parabola, e si 
debba compianare la superficie convessa 
di questo solido , si differenzi, e si 
Quadri l’equazione ax = y 1 , s* avrà 

» a 4 y*dy* 

ax 3= —— e sostituendo questo va- 

\ a% 

lore nella forinola per le compianazioni 


s’avrà 
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~ V dx l +Jy % (§.151)» 

r 

C ^1 V^y'+.a 1 , e integrando, sarà 

tir J 

- C - v—I-a"i valore della superfìcie 

nar ^ 4 y -+- a 

convessa del paraboloide OAQ. 

Se poi si volesse la superficie con¬ 
vessa della zona MOQN , basterà dalla 
superficie di rutto il paraboloide A Q O 
sottrarre quella del paraboloide ANM, 
P avanzo somministrerà quanto si cerca. 

Per cubare il proposto paraboloide, 
basterà nella formola generale delle cu¬ 
bature ——- ( §. 251) sostituire il va¬ 
lore di y* dato dall’equazione ax=y % e si 

, cy'dx catdt . , «. 

avra —— =- v e integrando, sarà 


-- valore dJla solidità d’esso conoide. 

4 r 

Se la curva AMO fosse un elisse, 
di cui AB = a semiasse maggiore, BO = b 
semiasse minore, AP=*, PM=y, sarà 

r b 1 1 ■■■ -— , 

la sua equazione y 2 = A 2 ax'—x 1 , e 

sostituito, il valore di y* nella formoli» 
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-H-f* s’avrà ——X.i axdx—x*dx y il di cui 
ir la 1 r_ 

integrale Xaz’-y somministra la 

cubatura del solido generato dalla rivo¬ 
luzione della porzione d’ elisse A M P. 

Se poi si farà * = a , sarà C — la soli- 
. 3 r 

dità del semisferoide. 

Ragionando poi come nell’ antece¬ 
dente paragrafo , si potranno dedurre 
altri teoremi intorno il cilindro 9 ed il 
cono circoscritto , ed inscritto nello sfe¬ 
roide. 

256. Si dee qui avvertire; 

i.° Che le compianazioni, e le cu¬ 
bature ritrovate , siccome suppongono la 
rettificazione , e la quadratura del cer¬ 
chio, così somministrano soltanto delle 
approssimazioni, poiché tali sono anche 
la circonferenza, e la superficie del cer¬ 
chio ( §• 146 , e 249 )• 

2. 0 Che, qualunque volta si dee 
cubare un solido, fa di mestieri consi¬ 
derare di quali elementi egli sia com¬ 
posto , giusta le differenti sezioni, che 
in esso fare si possono, tornando in ac¬ 
concio ora 1’ una, ed ora l’altra sezione 
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secondo le circostanze , e indi fra i sud¬ 
detti elementi scegliere quelli, che con 
maggior facilità possono maneggiarsi , 
ed a’ quali più naturalmente il calcolo 
s* adatta. Per esempio, nel cono si pos¬ 
sono prendere per elementi i cerchi pa- 
ralelli alla base, o le sezioni paralelle 
ad un lato, o le sezioni paralelle all* 
asse ec. 

Questa riflessione è di gran impor¬ 
tanza per trovare la cubatura di que 
solidi, che non sono generati dall’arruo- 
tamento di una curva intorno il suo 

nGtniA asse ; Per . darne un 9 ual che riscontro, 
c. abbiasi il cilindro Q BMCPT, da cui 
con un piano, che passa per B C dia¬ 
metro di una base, e nella direzione 
A P , si taglia la porzione , o sia 1 * un¬ 
ghia CBMP, e si cerchi la solidità di 
quest’ unghia. 

Al diametro BC si tiri rettangolo 
1* altro Q M , e si chiami B C = Q M 
= i a, MP = QT == b , AD=*, DH=y 
rettangola col diametro B C , sarà y == 
vV —Tequazione del cerchio BMCQ. 
Dal punto H si tiri H O paralella alla 
MP, cadrà H O tutta sulla superficie del 
cilindro , e finalmente si tiri DO , questa 


giacerà tutta nel piano B C P O , col 
qual mezzo si verrà a formare nella so¬ 
lidità dell’ unghia proposta il triangolo 
DHO simile al triangolo APM , e quin¬ 
di sarà AM: MP = DH: HO, o sia 
a: b=- y/g'-x* ; b V a *~ x * = HO ; ma la 


somma di tutti questi triangoli DHO, 
ne* quali si sup pone una spessezza infi- 
imamente picciola dx y forma la ricer¬ 
cata solidità della mezza unghia, o sia 
la somma di tutti gli elementi espressi 
per DHO X d x = by /— x 1 £ dx . 


. > a a 

e pero, se s’integrerà quest’espressione, 

, , bx i 

s avra i ^ P er k cu batura del 
sohdo PADHMO J , e fatto * = «, sarà 

~ la cubatura di PABHM metà dell’ 


unghia, e sar ^ j a so ijdi t à di tutta 
T unghia CBfyiP. 

2 57* P er risolvere i problemi di questa 
specie in una maniera più generale , sia 
il mezzo cilindro DACHEG, il quale FlcoaX 
Sla segato da un piano, che passa per ci. 

« retta C D, e pel punto E nella di* 


1 


rezione BE 9 onde nasca 1 unghia DAEC, 
di cui si vuole la solidità. Si chiami 
BA = a perpendicolare alla D C 9 A E 
= b 9 BQ = x, QM ordinata rettangola 
— y , facendo il rettangolo P Q M N O 
paralello all 1 altro D H C G , sarà Q K 

perpendicolare alla AB = ~ 9 e però 
l—L sarà la superficie del rettangolo 

a 

PONM, e questo, essendo moltiplicato 
. . . 2 byxdx „ . 

per dx , somministrerà —-— per 1 ele¬ 


mento della solidità dell’ unghia DAEC. 

Per avere questa solidità 9 sia DAC 
una curva qualsivoglia 9 e per esempio 
una parabola dell* equazione y l =. ° — 
sostituendo il valore di y nella formola 
. . ibyxdx ibxdx 

ritrovata 9 s avra —--=-A a-x 2 > 

a a 

la quale, essendo integrata a tenore del 
§• 131 , aggiunta la costante, e fatto 
*z=a, darà la solidità di tutta l’unghia 

i 

— %t> a * # e supposto , che quando 
15 

x = p , come succede nel puntò B, sia 
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Pordinata BC = y = c, sarà a* = c, c 

però la solidità dell’ unghia sarà 

Nello stesso modo si troverà, che 
la solidità di un’ unghia ricavata da un 


cilindro elittico si esprime per , al¬ 
lorché il semiasse trasverso AB = a, ed 
il semiconiugato BC = c, e così di altri. 

258. Finalmente, volendo trovare il 
logaritmo di un num ero proposto, se 
questo numero sarà maggiore deli’ unità , 
si chiami il suo eccesso ±= e sarà 
* -+- y l ] proposto numero, e quindi il 
suo logaritmo sarà 


/. i+y — S (§. 133 )• 

Si converta in serie la frazione — s 

e si moltiplichi ciascun termine per dy , 
s’avrà dy —ydy +.y 2 dy — ydy -+- y*dy 
ec. , e integrando, s’avrà 






ec* 


($. 141) pel valore del logaritmo ri¬ 
cercato del numero proposto 1 -h y. 


I 


3 8o 

Occorrendo poi , che il numero 
proposto sia minore dell unità, si chiami 
= ^ f eccesso dell’ unità verso questo 
numero, sarà i — { *1 numero pro¬ 
posto , il cui logaritmo sara 

r f . 

U i — ^ = S ~ i ^ - » c nducendo m 


serie la frazione 



e moltiplicando 


per di , s’avrà 

— di — ^i — fdi — i*di ec., il di cui 
integrale - { - ' - \ {' -~ ? ec. 

somministrerà il logaritmo ricercato pel 
proposto numero i — {. 


CAPO III. 


Dd Metodo Inverso delle Tangenti • 


159.^1 chiama Metolo inverso delle 
Tangenti la mariterà di trovare la curva , 
di cui è cognita la tangente, o la sotto¬ 
tangente , la normale, o qualunque altra 
linea, o pure è data la di lei rettifica¬ 
zione , o la superfìcie ec. 
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Per ritrovare la ricercata curva 
convien paragonare l’espressione data della 
tangente, o della rettificazione ec. colla 
corrispontente forinola generale. 

Da tale confronto nasce un’ equazione 
differenziale, I a quale, essendo poi inte¬ 
grata, somministra l’equazione della cur¬ 
va ricercata. 


Tale °P eraz ' one si dice Costruire le 
equazioni differenziali le cui flussioni pos¬ 
sono essere del , 3 .. oidineec. 

Le equazioni, che nascono dal con¬ 
fronto dela data espressione della tan- 
§ e I! te 9 . c a normale ec. colla formola 
differenziale, contengono almeno due va¬ 
riabili , e sì qu este , come le loro flus¬ 


sioni possono essere separate, o miste fra 
esse. Da qui avviene , che per otrenere 
le necessarie integrazioni, quando le va- 
ria i ì sono miste, esigonsi ripieghi diversi 
a que ì n ora spiegati, e questi ripieghi 
sono sempre metodi particolari, coi quali, 
sebbene s ottenga 1* inrenro in molte 
operazioni, moltissime altre formole s’in¬ 
contrano poi, j e q ua ii sono affatro con¬ 
tumaci. Noi tratteremo solamente del 
roodo di costruire le equazioni differen- 
213,1 > che Contengono flussioni del primo 
ordine. 



ito. Per incominciare dalla costruzione 
delle equazioni differenziali, in cui le 
variabili , e le loro flussioni si trovano 
separare, daremo la soluzione di alcuni 
problemi. 

Data la sottotangente di una curva, 
trovare 1 ’ equazione dell’ istessa curva. Sia 

ÌÌL la data sottotangente $ poiché la for- 
a 

mola generale per essa è ~~ (§• » 8l )> 
confrontando questa colla data sottotan- 
gente, sarà = “■, e quindi adx 

= equazione differenziale, la 

quale , essendo integrata , somministra 
a x = y 1 per f equazione ricercata della 
curva. 

y * 

Se la sottotangente fosse =- 

sar à , e a Jx-xdx=yJy 

dy a x 

equazione differenziale , la quale, essen¬ 
do integrata, da ax - = o sia 
lax _ x z = y 3, equazione della ricercata 


curva. 
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Se la sottotangente fosse = 


operando come avanti, si troverà lax -f* 
*2 = y 2 per 1* equazione ricercata. 

Se la sottotangente sarà uguale all’or¬ 
dinata, avremo y = , onde dy—dx. 


e integrando , sarà y = x, equazione , 
che appartiene al triangolo isoscele, con¬ 
siderando che x sia una retta, ma se x 
sarà un arco di cerchio , 1’ equazione ap¬ 
parterrà alla cicloide ordinaria. 

Se la sottotangente sarà una linea 
ydx cdy 

costante = c, avremo c = —, e — 


= dx , e integrando, sarà /. y = x f 
equazione alla logaritmica della sottotan¬ 
gente = c . 

161. Cognita la sottonormale di una 
curva trovare T equazione alla curva, 

S* a JZ la sottonormale cognita, poi- 



a 2 dx = 3 y 2 dy , equazione differenziale, 
la quale , essendo integrata, somministra 
a 2 x = y* per P equazione della ricercata 
curva. 
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Se la sottonormale data fosse 

= --—, confrontando quest’ espressione 

ydy x % 

colla formola, avremo —- =-, e 

. . dx N 3/ 

facendo sparire i rotti, sarà 3 y'dy = c 2 dx 
— 3 x 2 dx , e integrando, s’avrà 
y* = c 2 x — x*, equazione alla curva. 

Se la sottonormale data fosse = v '~ax , 

confrontando, sarà y Jl == y/ 7 ^ e ydy 
dx J J 

= dx >/ax = a x * dx , ed integrando, 
, o sia 


y 4 z 1 
avremo—= - a - x 
231 


2 4 17 4 /-— 

y = ~ a i x = - * equazione 


4 

« - X = - 

3 1 3 

della ricercata curva. 

Se la data sottonormale fosse 

^ , - 23? - 3** a -** 5 

= ^_ 2 ,sarà_ = _» . e 

xXa -* ’ ' 

‘}ax 2 —ix*Xdx 

a , integrando, ed 
a — x 

aggiungendo la costante, sarà^ 1 ; 


*ydy = 


a—x 
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equazione ricercata, che appartiene alla 
Cissoide di Diocle. 

162. Hata la superfìcie di una curva 
trovare F equazione alla curva isressa. 

Sia cVx la superfìcie data, in cui 
x esprima l’ascissa. Prendasi il differen¬ 
ziale di questa superfìcie, e sarà 
1 _» 

^ ex * dx , e perchè la forinola ge¬ 
nerale per le superfìcie si è ydx ($. 243), 
così avremo ydx = ~ c x ~ Ì dx 9 e divi¬ 
dendo per dx , sar à 

y ^ ~ cx e quadrando am¬ 

bedue i membri, e trasportando, sarà 
y* x = l’equazione ricercata, che, come 

facilmente si scorge, appartiene alFiper- 
bola del terzo grado fra gli assinroti. 

Se la superfìcie delia curva fosse 

^ ~~ 9 preso il differenziale di questa 
superfìcie, sara ~- • $’ avrà pertanto 

y^ x = —— per P equazione differen¬ 
te, la quale, essendo divisa per dx 9 
B b 
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, s ay 

e moltiplicata per a , dara —-x% equa»* 

zione ricercata. 

Se la superficie della curva fosse 
cVc 2 +x 2 , trovato il suo differenziale 

cx</x f C*</x 

t/- -= , sarà ydx = ■■ == , e fatta 

Ve 2 +x*' J Vc'+X 2 ' 

|a divisione per dx , $’ avrà 

ex 

equazione ricercata. 

Se la superficie della curva fosse 
== x v'a'+x'i trovato il suo differenziale 

x 2 dx 

JxV&ZJ'+fl S ’ avrà 


X 2 Jx 


! - * a* 

ydx — dxya 2 ^x 2 7=7—^, e divi, 
dendo per dx 9 sara y = y/' a*+x* 

fl 2 -f- IX 2 


- ^ 


l’equazione n« 


cercata. 


i6$. Trovare l’equazione della curva, 
di cui sia cognita la perpendicolare. 

Sia la perpendicolare cognita = c 9 
poiché la fbrmola generale per questa 

linea è y ($. .84), sarà 


V é/aT 2 -4-5v 

C = y-;- zL 


, e cdx = yVdx>+iy,Q 


quadrando , sarà c l dx 2 = y 2 dx 2 -+. y 2 dy z , 
e trasportando, s’avrà c T r^Xdx 2 
zzsy 2 dy 2 , ed estratta la radice quadrata, 
e fatta la divisione per V , sarà 

, y J y —ydy 

dx = 7/ ---- o sia r/ — ~ = — dx , 

r c—y' Vc'—y* 

e integrando , sarà +(J = -^ 

Per conoscere se quest’integrale è 
compito, suppongasij'rrr^sarà v^7 
ed a = — c, av remo p ertanto Vc'-^y 7 
7 ~ c == — x > e V C '-y'=je- x 9 e qua¬ 
drando , e correggendo I’ espressione, sarà 
*ar — x* equazione ricercata. 

Se la perpendicolare cognita sia 

— - K yVdx l -*-dy 2 , -— 

sara---— 
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e y ^dx'+dy' = dx \/y+a', e qua¬ 
drando, sarà y z dx 2 +, y z dy 2 =y 2 dx'+a 2 dx\ 
o sia y 2 dy z = a 2 dx 2 , ed estratta la. ra¬ 
dice quadrata , sarà ydy = adx , e irne- 
r * 

grando, avremo — — ax, e y — iax 9 
equazione ricercata. 

Mediante le ritrovate equazioni sarà 
poi facile di costruire la corrispondente 
curva, e di trovare le altre sue pro¬ 
prietà col mezzo delle già spiegate re- 
gole. 

264. Passando ora alla costruzione 
delle equazioni differenziali, nelle quali 
e variabili si trovano fra esse confuse, 
e miste ( $• 159 )» due casi P ossono 
occorrere nelle equazioni, che contengono 
flussioni del primo ordine. 

Si ha il primo caso, quando si può 
divenire alle integrazioni senz’alcuna pre¬ 
via separazione delle variabili , e delle 
loro flussioni. 

Ha luogo il secondo caso, allorché 
è necessario di separare prima le varia¬ 
bili, e così rendere le equazioni atte ad 
essere integrate. 

165. Per cominciare dal primo caso 
» riflette, che le formole più iemplici » 



le quali hanno le due variabili insieme 
confuse, sono le due seguenti, i. a xdy 

*+• ydx , i. a ^ dX • L* integrale 

della prima è xy, e della seconda —. 

A queste due forinole adunque convien 
procurare di ridurre le altre più compo¬ 
ste , e ciò coi soliti ripieghi dell’ Al¬ 
gebra ordinaria , aggiungendo , sottraen¬ 
do , moltiplicando , dividendo ec. per 
quelle quantità, che far possono al pro¬ 
posito. 

Per far pratica di questa regola, 
addurremo alcuni esempi, supponendo in 
essi, che avendo di già fatto il con¬ 
fronto della data espressione della tan¬ 
gente, o sottotangente, o rettificazione, 
o altra espressione colla corrispondente 
forinola generale , siasi ottenuta l’equa¬ 
zione differenziale. 

Debbasi costruire 1* equazione dif¬ 
ferenziale ydx z=: X dx — xdy , se in que¬ 
sta si trasporterà dall’ altra parte f ultimo 
termine , s’ avrà ydx *+■ xdy = xdx , il di 

cui integrale sarà xy = ~ •+■ c costante 
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da aggiungersi, e da determinarsi poi nei 
casi particolari. 

Sia P equazione differenziale da co¬ 
struirsi x+dy z -+-ix ì ydxdy=a*dx 3 — x z y 2 dx * , 
se si trasporterà 1* ultimo termine nel pri¬ 
mo membro, e si dividerà tutta l’equa¬ 
zione per x 2 , s’ avrà x 2 dy z -+• i xydxJy 
, a^dx* , 

h- y l dx z = —, da cui estratta la ra- 

radice quadrata, sarà xdy -+. ydx = ~-^ t 

e integrando, avremo xy = a L x , da 
prendersi esso logaritmo nella logaritmica 
della sottotangente = a . 

Sia P equazione ydx = y ì dy -+■ y z dy 
“+■ xdy da costruirsi. Si trasporti l’ultimo 
termine nel primo membro, e sarà ydx 
— xdy = y*dy -h y l dy . In questa equa¬ 
zione si osserva , che se il primo mem¬ 
bro verrà diviso per y 2 , esso sarà inte¬ 
grabile. Dividendo pertanto tutta P equa- 

, v J dx —xdy , , , 

zione per y 2 y sara - - — =ydy -+“ dy f 

e integrando , s’ avrà ■— = — -+- y H- c 

costante arbitraria da determinarsi poi f 
come è stato detto. 
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2 66 . Per costruire le equazioni dif¬ 
ferenziali nel secondo caso ( §. 264 ) , 
cioè quando è necessario di separare 
prima le variabili per rendere 1* equa¬ 
zione atta ad essere integrata , si fa 
osservare , che pochissime sono quelle 
equazioni, nelle quali si possano sepa¬ 
rare ie variabili colle sole operazioni 
dell’ algebra ordinaria, come si fa nel 
primo caso (§. 16 5 ). L’ equazione x l dx* 
4- xydxdy = a'dy 1 è una di quelle , in 
cui si possono separare le variabili col¬ 
le sole operazioni dell’ Algebra : imper¬ 
ciocché il primo membro è una formola 
di quadratica affetta, che diventerà qua¬ 


drato perfetto, se si aggiugnerà 



è il quadrato fatto dalla metà del coef¬ 


ficiente. Aggiunto pertanto - in cias- 

4 

cun membro della proposta equazione, 
$’ avrà x z dx* xydxdy 

ZjL- y ec j es tratra da ambe le parti 

4 

la radice quadrata , sarà 

xdx — =dy a 2 , in cui, trovan- 
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dosi separate le variabili, si troverà l’in¬ 
tegrale a tenore delle date regole , cioè 



y' 

640 <2 5 


H-—-ec. Dal che si scorge, che 

7i68a 5 ^ 6 

essendo algebraico 1 integrale del pri¬ 
mo membro, quello del secondo è so¬ 
lamente approssimato, poiché dipende 
dalla quadratura dell’ iperbola. 

167. 11 più delle volte convien ser¬ 
virsi delle sostituzioni, il qual ripiego, 
sebbene sia di un grande uso, non è 
però universale. Sia l’equazione a 2 dx 
x*dy h— 1 xydy -+- y 2 dy da costruirsi. 
Suppongasi x -h y = 1 , sarà dx 4 - dy~ d^ 
dx = df — dy , ed x 2 -t- ixy 4- y 2 = { 2 , 
fatte adunque le sostituzioni, sarà a 2 Jf 
— a 2 dy = i 2 dy , ed a 2 d\ = 4 - a 2 dy , 

e quindi = dy , equazione , in cui 

sono separate le variabili da integrarsi 
secondo le date regole. 

Debbasi costruire l’equazione differen- 

ziale xdy -fydx\J a* X 2 jt‘ _ 

ydy 

•+- * 7 7 - - Si rifletta , che nei primo 

y x 


membro l’integrale di xdy ydx si è 
xy , e che il quadrato di quest* inre- 
g rale si tro va precisamente nella quantità 
v'* 4 — x*y\ Adunque, se si supporrà xy 
= ^ nel primo membro , s’ avranno se¬ 
paratale^ variabili, e sarà il medesimo d\ 
Va* —Riflettasi in oltre, che nel se¬ 
condo membro l’integrale di xdx -t- ydy 

è —~ > e che simili a questo inte¬ 

grale sono le quantità del denominatore, 
adunque colla sostituzione di* 2 + y* = 1U 
si separeranno le variabili anche nel se¬ 
condo membro, e 1* equazione sarà d? 

_ _ da .. . , . 

V a * — = jzz., di cui trovando l’in- 

V 2 U 


tegrale colle date regole , s’ avrà f equa¬ 
zione ricercata della curva* 

168. Termineremo questo capo col 
far osservare , che valendosi del metodo 
addotto (§• 167), l’equazione, che 
si ricava integrando, appartiene talvolta 
a una curva di natura diversa , di modo 
che nel fare piuttosto una sostituzione che 
un’ altra si ricavano equazioni integrali 
affatto diverse. Tal cosa si potrà però 
sempre schivare in tutte quelle equa¬ 
zioni differenziali, nelle quali la somma 
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degli esponenti delle variabili è la stessa 
per ciascun termine , bastando perciò sup¬ 
porre una delle variabili dell’ equazione 
eguale al prodotto fatto dall’altra in una 
nuova incognita divisa per una costante 
qualsivoglia. 

Per esempio abbiasi 1 * equazione dif¬ 
ferenziale x x dy = y 2 dx -4- xydx , si sup- 
. ar u 7 +zdx 

ponga y = —- , sara dy = -—, e 

fatte le debite sostituzioni nell’equazione, 
si avrà 

x s dz + zx*dx oc % i*dx zx'dx 

-—— -= -— x —-, e ri- 

a a a ’ 

ducendo al comune denominatore a 2 , e 

dividendo per x 1 , sarà axd^ = fdx , e 

~ ~ equazione , in cui trovandosi 

separate le incognite, s’integrerà secondo 
il solito. 

Sia l’equazione x 2 dy szy^dx •+■ x 2 dx i 
, . xdi+\dx 

supposto y = — > sara dy = —- , e 

fatte le sostituzioni, sarà 

= -t- , e rida. 

c c' 

cendo al comune denominatore, e divi¬ 
dendo per x 2 , sarà cxdi = fdx + c 2 dx. 


/fr* 

~'l Jx ■’ e PP erò f = e in- 

tegrando a tenore delle date regole , 
s’avrà l’equazione della ricercata curva. 

CAPO IV. 

Del Calcolo delle Quantità logaritmiche 
ed esponenziali , e dell * uso 
delle medesime . 

169. Tl Calcolo delle quantità logarit¬ 
miche , di cui trattasi in questo capo, si 
maneggia alquanto diversamente da ciò, 
che è stato sin qui detto. 

Le espressioni / 3 y, l'y y l m y indicano 
la seconda, la terza, la potestà m di /y; 
le espressioni /-*y, /~*y /-"»y indicano la 
seconda, la terza, la potestà m negative 

di ly. 

La doppia / indica il logaritmo di 
logaritmo, e così II. y indica, che del 
logaritmo di y se ne dee ancora prendere 
il logaritmo, mlly=.ll.y m indica, che 
del logaritmo di y m se ne dee ancora 
prendere il logaritmo. 
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Per avere la linea , che esprime il 
logaritmo di logaritmo ll.y> sia GHK una 
figura logaritmica, in cui sia A il punto d’ ori- 
gine delle ascisse, e sia CH = j, sarà 
AC =x = l.y. Coirintervalio AC si tiri 
una paralella KL all’assinroto AB, e dal 
punto K, ove la paralella sega la loga¬ 
ritmica, si tiri l’ordinata KB, sarà essa 
KB = /. y, e quindi sarà AB = /. /. y. 

Finalmente la caratteristica d prefissa 
alla quantità logaritmica indica, che di 
questa si dee prendere il differenziale, e 
cosi dly dimostra, che si dee prendere 
il differenziale della quantità logaritmica 
l m y. Lo stesso dire si dee di qualsivoglia 
altra espressione. 

270. Cominciando dalle regole per 
trovare il differenziale di una quantità lo¬ 
garitmica. 

Sia proposto da differenziare / m y, 
pongasi l m y = i m , sarà l.y— , e 

y 

— (§* 2 3 3 )> ma il differenziale di 

C è e f *- 1 = L m -' y 9 adun¬ 

que, sostituendo tutti essi valori, s’avrà 

m { m ~ l d{ = ml m -y x tL, che è il dif¬ 
ferenziale ricercato, da prendersi il lo- 
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garitmo nella logaritmica della sottotan¬ 
gente = t , e si prenderebbe nella lo¬ 
garitmica della sottotangenre = c , se il 

cdv 

differenziale fosse ml m ~ l y X —. 

y 

Se !a quantità da differenziare sarà 
composta, come l m a+y , basterà nella 
ritrovata espressione differenziale, che serve 
di formola generale, sostituire a y in 
vece di y, onde sarà 

_ _ (Jy 

dl m a+y = ml m ~ l a + v X -. 

J a-*-y 

Per differenziare l m y n , pongasiy* = 
sarà l m y n = ma il differenziale di 

l m { è m/*-X J, e di = ny-'dy, 

adunque sostituendo tutti essi valori, s’avrà 
dv 

dl m y n = X y . 

271. Debbasi differenziare la formola 
l Ly . Si ponga /. j = £, sarà /. I. y = /. f 

Jy • 

e quindi s’ avrà — = ^ nella logarit¬ 
mica della sottotangente = 1 ; ma poi¬ 
ché l.l.y = /. 1 , e che il differenziale 

di /f è y (§. 131), così posti in luogo 
di di , e { i valori dati per y , sarà 


^ = -^1— il differenziale della proposta 

« y X/.y 

forinola. 

Debbasi differenziare l m ly , posto /y 
= sarà /“iy == l m {, e ^ } 

^7 

ma il differenziale di /**{ è ml m ~' 7 x — 

* 

(§. 170), adunque, sostituendo in luogo 
di { 9 e i valori dati per y , sarà 
dy 

tnl m - l ly X il differenziale ricercato. 

y l y 

Sia da differenziare L n L m y. Posto 
dv 

l m y = , sarà ly == f, y = d{, ed l n l m y 

= / n { m , ma il differenziale di quest’ul¬ 
timo è mnl n “ l X —- , adunque , fatte 
le sostituzioni , s’avrà 

dy t 

mnl n ~ x l m y x — pel differenziale ricer- 

J yly r 

cato. 

171. Dall’osservare l’ordine, con cui 
si sono ottenuti i differenziali logaritmici, 
si potranno dedurre alcune regole per in¬ 
tegrare i differenziali suddetti. 

Si dirà adunque in primo luogo , 
che quelle forinole , le quali servono 


per integrare le quantità ordinarie dif¬ 
ferenziali , serviranno ancora per le quan¬ 
tità differenziali logaritmiche ad esse si¬ 
mili , purché le medesime siano anche 
divise per la variabile; imperciocché i* 
integrale di queste formole sarà lo stesso 
integrale di quelle, ponendo solo in 
queste in vece dell* incognita, o sua 
potestà il logaritmo, o la potestà del 
logaritmo dell’ istessa incognita, il tutto 
diviso per la sottotangente della logarit¬ 
mica. jr 

Per esempio, poiché del diffìffen- 
ziale my m ~ l dy il suo integrale è y m 9 
così del differenziale logaritmico ml m ~ l y 

X c Jl. il suo integrale sarà —-. Nella 

stessa guisa, poiché del differenziale 
d l 

\~ l d{ = — il suo integrale è /{, così 


del differenziale logaritmico /"*{ X ~ 

= ~ l* integrale sarà /. /. {, supposta 
la sotto tangente i» Nella medesima 

maniera ancora, essendo c l -by l 2 l’inte- 
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graie di ydy c °sì del differen¬ 


ziale logaritmico ly y/c'+l'y X — sara d 
suo integrale c z + /*y » e cosi di altri. 

T 


i 75 . Per vedere in secondo luogo 
come si possano avere gl* integrali di 
diverse formole differenziali logaritmiche 
per mezzo di sostituzioni 5 sia da inte¬ 
grate la forinola ml m ~ l ly x —. Pongasi 

B yly 

ly = {, sarà— =■ d{ > e sostituendo, 

s’avrà ml m ~' ly X » e 

yiy 1 x 

perchè l’integrale di è focosi 

del differenziale logaritmico m/ w-,1 {X — 

il suo integrale sarà l m \ ( §. 171 ). P eiv 
tanto, se si scriverà ly in vece di {» 
od LLy in vece di l [, s’avrà l m f = l m ty 
per l’ integrale della proposta formola. 
Debbasi integrare il logaritmo dif- 
dx • m 

ferenziale mnL n ~' x m X -—; suppongasi* 

X 


** y » sara — ~^~ZT S —> e quindi 
sostituendo , s ’ avrà mnl n - x m 

= mnl"~ l y x = nl°-yx d J, ii 

di cui integrale è ly (§.z 7i ), adun¬ 
que sostituiti j va | or i dl dati x 
sarà l n y — i n . x m l’integrale ricercato. 

Sia da integrare la forinola 

nml"-y»x ][£-} pongasi lx = y, 

sarà - = Jy, e l"‘x = yy e fatta la 

sostituzione , s > avr à y» ^ £y 

ma l’integrale di questa, forinola è l*J 
adunque, sostituito il valore di y datò 
per *, sarà ly» x |’ integrale ricercato 
della proposta forinola. 

2 74- Per integrare la forinola y m l"yJy 
si farà uso della seguente serie -- 

/72-4-I 

— ny”^al"-y -+- „X~ xy^'aK^^y 


~ nX n _ , x y* 1 a’ /“- 3 


J + ec. 


m-h i 


Cc 
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t così continuando in infinito colla stessa 
legge , che da se è manifesta. 

Per poco che si consideri 1 * addotta 
serie è facile a vedere, che se 1* espo¬ 
nente n sarà un numero intero, e posi¬ 
tivo , la serie s’interromperà , ed in con¬ 
seguenza sarà dato in termini finiti T in¬ 
tegrale della proposta formola. 

Sia verbigrazia n = 2 t m = 1 , on¬ 
de la formola da integrarsi sia yl 2 ydy , 
sostituendo questi numeri, riuscirà zero 
il quarto termine, ed ognuno de’ susse¬ 
guenti, onde l’integrale sarà 
y a / # y 

175. I ritróvati integrali delle for¬ 
inole differenziali logaritmiche conten¬ 
gono quantità logaritmiche 5 ma, se 
si desidera aver gl’ integrali d’esse for¬ 
inole per via di serie, che non conten¬ 
gono quantità logaritmiche, si farà come 
$egue, 

Sia da integrare xlx X dx . Pongasi 
* = {-4-a, sostituendo, sarà 



supposta la sottotangente = 1 , faceti* 



4 ©? 


•do adunque l’attuale moltiplica, s’avrà 

-. -- , i , l %d l l* d i 

f fa /f + « X d^lil+~ -— 

l* d l V d { V d i . l' d l l* d l 




3 a 
5 a 4 
cioè {d{ 


ec. 


4 a 4 

.C 5 . 

la 


la 


3 * s 


4 * 




_ 

6 a* na 5 200 

l 4 . 


ec. 

T* 

6oa* 


e integrando, sara - ^ 

a i 6a . 240 J 

— ec. 

i ìOrt 4 

= Si+ali+adf, e sostituendo il valore 
di # — a in vece di s’ avrà l’integrale 


ricercato. 

176. Chiamami quantità esponenziali 
quelle , che sono elevate a qualunque 
potestà indeterminata, come sono a x , ;y f 
ec., gli esponenti delle quali x , { sono 
quantità indeterminate. Il calcolo , che 
s’aggira intorno queste quantità, chiamasi 
Calcolo esponenziale. 

Le quantità esponenziali si distin¬ 
guono in gradi , dicendosi del primo 
grado quelle, i cui esponenti sono in¬ 
determinate ordinarie , come sono ap¬ 
punto le quantità a* j J f • Del secondo 
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grado sono quelle altre, i cui esponenti 
sono pure quantità esponenziali, come 

* p 

sarebbe a x , y* , intendendo , che x sia 
elevata alla potestà t , e che £ sia 
elevata alla potestà p, Del terzo grado 
sono quelle, che hanno per esponente 
una quantità esponenziale del secondo 

t n * 

grado, come sono a x , y? 9 e cosi di 
mano in mano collo stesso ordine. 

177 » Se f equazione di una curva sia 
espressa da quantità esponenziali , la 
curva si chiamerà Esponenziale o Scor¬ 
rente, 

Per esempio se nella direttrice AB 
delle ascisse = x col punto d’ origine A 
si suppone , che le àscisse AC, AD, AB 
ec. sono in una progressione qualsivoglia, 
e che ciascheduna corrispondente ordinata 
CM, DN, BH espressa per y è uguale 
alla costante c elevata alla potestà x> 
l’equazione di quesra curva esponenziale 
sarà c* — y. 

178. Per differenziare le quantità es¬ 
ponenziali del primo grado , si farà nel 
seguente modo, 



Debbasi differenziare la quantità 
esponenziale del primo grado f. Pon¬ 
gasi f s= t , sarà l£ = It-, ma If = xl^ i 
adunque sarà xl^ = li , e però dilfe- 
renziando queste espressioni , s i avrà 
; , dt 

i{\dx -+- — = —-, e sostituendo ^ in 

vece di t * e moltiplicando per esso ? x , 
sarà xf-< X dz il dif- 

ferenziale ricercato. 

Per differenziare la quantità espo¬ 
nenziale di secondo grado f , pongasi 

p 

{* — 1 9 sara x p l£ = lt , nella qual es¬ 
pressione il diffe renz i a l e del primo mem¬ 
bro sarà composto del differenziale di x f 
moltiplicato per più il differenziale di 
l{ moltiplicato per x p . e perchè è già 
noto il differenziale di x p , così s’avrà 

^d P L+ fX r~'T x Xl i +. *!* = J ±- , e 

p 

sostituendo in vece di t , e moltiplican¬ 
do , sarà dt = ^x p dfl\lx -h £ px p ~ 1 dx Ir 

p— i 1 

il differenziale ricercato. 
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Operando nello stesso modo si tro¬ 
veranno i differenziali delle quantità es¬ 
ponenziali elevate a maggior grado. 

17 9 . Per trovare i differenziali delle 
quantità esponenziali fra esse moltiplica¬ 
te, per esempio di x p y u 9 basterà pren¬ 
dere il differenziale di x p , e moltipli¬ 
carlo per y u , in oltre si prenderà il dif¬ 
ferenziale di y u , e si moltiplicherà per 

x p , e sarà __ 

y»3Lx p ix *dp + px p ~ l dx + x p &y u ly + uy u 1 dy 
il differenziale ricercato. 

180. Per integrare le forinole diffe¬ 
renziali , che contengono quantità espo¬ 
nenziali, e per esempio la forinola x x dx 9 
suppongasi x = 1 y ( additandosi nell 
unità una costante qualsivoglia ) sarà 

i-*-y # -- 1+ ^ 

= dy. In oltre sia 1 y 

1 -f- u , sarà 1 -+-y l 1 •+*y = / i+u, 

e però convertite in serie ambedue que¬ 
ste quantità logaritmiche ( §. * 5 8 ) , c 
moltiplicata per 1 ■+• / la prima serie , 

si avrà, ridotte le espressioni y *—• 
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4©7 

H* B s U 4 tl* 

£= u — — — — — -+- — ec. 

z 3 4 5 

Si faccia ora un* equazione fittizia * 
e suppongasi per esempio 
u = y -4- Ay 2 ^ By* -+- Cy 4 -+- Dy s ec. sarà 
a* = y 2 + 2 Ay* A 2 y 4 ■+■ iABy s -h iBy 4 
~t- xCy s ec. 

u 3 y* iA y 4 - 4 - 3A 2 y* -H 3By s ec. 

H 4 ss y 4 *+■ 4Ay 5 ec. 
i* s = y 5 ec., sostituendo pertanto i va* 
lori di « j « 2 , ec. dati per y, sarà 


y + Ay 2 4- By 3 + Cy 4 + Ety* ec. 
_ Il _ Ay s -^-ABy'ec. 

- By* - Cy’ ec. 


u 1 II’ U* u* 
z 3 4 5 —] 


Ay 4 +A 2 y 5 ec# 
+ By s ec. 
_ - Ay ! ec. 

* . lite. 


uguali tutte esse quantità alla seguente 


l _r 


__ — — ec. e tras- 

12 io 


portando tutto da una parte, e riducendo 
l’equazione uguale al zero > sarà 
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y ■+- Ax 2 Hh By 3 - 4 - Cy 4 4- Dy y 
- Il -Ay-^C-ABy 
— By 4 — Cy 5 

V J 

Hh — -+- A y 4 A 1 / 5 

H- 

y\ 

— ~-Ay J 

4 y 


-*-?■ 


JT 

6 


r 

20 


Se nell* equazione così ribotta si 
supporranno uguali al zero i primi, se¬ 
condi , terzi termini ec. , si troveranno 
facilmente i valori delle majuscole A , 
B, C, D ec., cioè facendo il secon¬ 
do termine \y — y = s’avrà A = r, 
col supporre il terzo termine By 3 — Ay s 

y 5 y 3 

V e col sostituire in esso 

3 ° 

in vece di A il ritrovato valore = i 
s avrà B = -, e operando nella stessa 

maniera, si troverà C = D = — 

3 ’ 12 * 


4<>9 

Posti adunque tutti questi valori in 
vece delle maiuscole , s’ avrà 

- : 1 ** V* 

I+«=I+J = i +y +y J + 

y* y s 

— ■+• — ec., e moltiplicando per dy 9 

— - 1 f y 

sarà i + J dy = dy ydy y 1 </y 
yVy yy r r v r 

H - r "~3 ■*" » e migrando, 


i -+- 

r 


—.1 +y 

y dy 


<y 5 y c 

V^-^-ec. =/W* 

8 is i 4 J 


sarà f 
= y-+ 

v^uest isressa integrazione si può ot¬ 
tenere in altra maniera ancora, del che 
noi tralascieremo di ragionare, bastan¬ 
doci d’aver additata questa, perchè se 
ne faccia uso i n a ) tre consimili formole 
differenziali, che contengono quantità es¬ 
ponenziali. 

281. Si è già veduto altrove, come si 
faccia uso delle quantità logaritmiche, 
ed esponenziali per risolvere i problemi 
numerici ; e però basterà dare qui un 
saggio del calcolo di queste quantità 
nella soluzione de’ problemi geometrici, 
e supponendo, c he sia data T equazione 


di una curva logaritmica, o esponen¬ 
ziale, si vedrà come si venga a descri* 
vere la curva, e come per mezzo di 
questo calcolo si determini di essa curva 
la sottotangente * la massima , o la mi¬ 
nima ordinata, il punto di flesso con¬ 
trario , la quadratura del suo spazio , e 
simili altre proprietà* 

181. Debbasi descrivere la curva deli* 

figura equazione x\/~ a = t y , e sia LGK la 
C1V * logaritmica, in cui si prendano i loga¬ 
ritmi della proposta equazione, e sia la 
sottotangente di questa logaritmica = 1 
= BG = a. 

Per descrivere 1 * addimandata curva 
tigura“ tiri la direttrice PM, e si noti in 
cv. essa PQ = BG = 1 = y = a $ siccome 
in questo caso sarà iy = * = * , così la 
curva da descriversi passerà pel punto Q. 
Se poi nella logaritmica si prenderà 
y = HL minore di BG 9 sarà ly una 

quantità negativa, e però y =±= 
sarà quantità immaginaria , poiché si dee 
estrarre la radice quadrata da una quan¬ 
tità negativa $ per la qual cosa x sarà 
immaginario , ognivoltachè si prenderà 


y = HL minore di BG = a ; ma , se 
si prenderà y = FK maggiore di BG, 
allora s’avrà ly = BF quantità positiva. 
Risolta pertanto 1 ’ equazione in analo¬ 
gia , sarà >/ a ; = ly : x , o sia 

a : V'fl/y = ly : x y cioè BG : ^BGxBF 
= BF : x. Fatta adunque PM = KF 
= ed alzata MN == x perpendicolare 
alla PM, sarà N un punto della curva 

ricercata. 

Procedendo in questo modo si tro¬ 
veranno quanti punti si vogliono, e si 
descriverà f addimandata curva, la quale 
si estenderà all’ infinito verso Ó. 

183. Per trovare la sottotangente della 
descritta curva (§. 181), si differenzi 
la sua equazi one 9 e sarà 

1 __ 

dx 3 /? y/a • . 

— = - 1 y X —, e sostituito questo 

valore nella forinola delle sottotangenti t 
sarà 




>r* 




3 ax 
ily 


la ricercata sottotangente. 


N t O» 
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Volendo trovare il punto di flesso 
contrario in questa curva, si prenderanno 
le seconde differenze della data equazione, 
e, supponendo dx costante, sarà 

1 1 3 l L 

a * yl z yd 2 y + -a 2 dy z l * J — ~ a 2 dy z l z y ^ 

y 2 

e però sarà 

L 1 3 L 

- a 1 dy 2 l z y—}- a % dy 2 l *y 
à'y = !_1_* 

1 1 

l a 1 yi'y 

Ma pel metodo dei flessi contrari dee 
essere d 2 y = 0, adunque sarà 

Li 3 1 

~ a 1 dy z l 2 y — i a 2 dy 2 / 2 y = 0 , e 

correggendo l’espressione, sarà 

1 1 

ry-Lal 2 y , e ly = ~. Pertanto 

il punto del flesso contrario , quando 
BF = ly , sarà la metà della sottotan* 
gente = a della logaritmica KGL. 



284* Se la proposta equazione sarà 
xlx = y ? risolta questa in analogia , 
s’ avrà 1 : lx = x : y , dopo del che si 
costruirà la curva nella divisata manie¬ 
ra (§.182), Se l’equazione data sarà 

1 

xHx =y ? 0 pure xHx = y, ox J lx =y y 
o più generalmente x n lx = y, risolta 
pure 1* equazione in analogia , sarà 
1 : lx = x " : y , e presa nella logarit¬ 
mica L G K u n » ordinata B K = * , onde Figura 
sia AB = lx , il moltiplice di AB se- CV1 » 
condo il numero n , se questo è inte¬ 
ro , e il sottomoltiplice , se n è un rot¬ 
to, darà la corrispondente ordinata *** 
nella logaritmica y lo che mediante si 
costruirà la curva corrispondente alla 

proposta equazione. 

185. Le curve esponenziali, o scor¬ 
renti si costruiscono per mezzo di una 
qualche logaritmica. 

Sia x x =zy l’equazione di una curva 
esponenziale. Si prendano i logaritmi 
di ciascun membro della proposta equa¬ 
zione , e si avrà xlx = ly . Si descriva 
la logaritmica LGHK colla sottotan- FIRURA 
gente= 1 = AG , e sia PAB il suoassin- evi*, 
roto, sarà A il punto d’origine delle 


ascisse. Da un qualsivoglia punto H 
della logaritmica si tiri l’ordinata HC, 
c dallo stesso punto H si tiri HN pa- 
ralella all* assintoto P B , e si prolunghi 
AG verso R, sarà sempre CH = AR. 
Si chiami CH = *, sarà AC = tx 9 e 
risolta l’equazione xlx^ly in analo¬ 
gia , s’avrà i : x = Ix : ly , o sia AG 

: CH :: A C : —- = /. y = A B , e 

tirando dal punto B la B K paralella 
alla A G , sarà essa B K = y : essendo 
adunque per costruzione AR = CH = x 9 
se dal punto R si noterà RN = BK = y» 
sarà N un punto della curva esponen¬ 
ziale N M O P appartenente all’ equazio¬ 
ne x*==y, e continuando a prendere 
altri punti H nella logaritmica, ed ope¬ 
rare nella divisata maniera , si verrà a 
descrivere la curva N MOP col mezzo 
di più punti, della quale la retta A R 
sarà la direttrice delle ascisse x 9 ed AP 
quella delle ordinate y. 

Dalla data costruzione avviene, 
che la curva esponenziale NMOP sega 
Passintoto PB in P distante dal punto A 
pel valore della sottotangente = i = AG; 
imperciocché, se nella mentovata ana- 


logia i : x=^lx:ly si supporrà x = * 
sarà pure ly = ? , vale a dire , che il 
punto B cadrà in A , e quindi B K = y 
diventerà AG ^ AP ordinata della cur¬ 
va NMOP corrispondente all' ascissa 
zero. Se poi dal punto P si tira P M 
paralella, ed ug ua Ie alla A G , sarà pure 
M un punto della curva, poiché, es¬ 
sendo in questo caso x = AG = i , sarà 
Ix =** 9 e però nell' analogia sarà an¬ 
che ly = e q u j n di y = AG = AP =GM, 
valore, che si compete alla costruzione 
della curva. 

186. Se dal punto L, ove PM in¬ 
terseca la logaritmica , si tira L Q pa¬ 
ralella alla P g , sarà l’intercetta O Q 
la minima ordinata y dell’esponenziale 
P O M N ; imperciocché , differenziando 
l’equazione logaritmica xlx = ly , sarà 

dx -4- dxlx = e ydx -+- ydxlx = dy j 

ma pel metodo de’ massimi, e de’ mini¬ 
mi dee essere dy = « , adunque sarà 
ydx -H ydxlx 5= 0 y e dividendo per ydx , 
e trasportando, sarà i = — /x=AP == AG. 


’ ( 4 1 6 

Dall’ equazione differenziale 

dy . , ydx i 

dx + dx/x = - s. ricava , - = —, 

ma — è la formola per le sottotangenti, 

dy 

adunque la sottotangente della curva 
sarà —-— , la quale diverrà = i pel 

i-h/x 

punto M, poiché in questo caso, es¬ 
sendo la sua ascissa AG == i ( §. 285), 

sarà Ix = n , e quindi l’espressione ^ 

diverrà —-— = 1. 

1 -+- 0 

Per avere lo spazio POMNR A 
nella formola generale ydx per la qua¬ 
dratura degli spazi, si sostituisca il va¬ 
lore di y preso dall’ equazione x* = y 
della curva (§. 284), e sarà ydx=x x dx y 
e integrando quest’ espressione, avremo 

x'ix x * x a Vx x *lx 

(§.180) x +- -— 

x^ l* x x^i*x • • 

--ec. pel ricercato spazio. 

24 31 

Se poi si prenderà x = AG = 1 , 
siccome sarà Ix == p 9 la serie suddetta 
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diventerà t - 1 -i- — èc ., o sla 

4 17 i* 6 

1 -7 -+- 77 — ~ ec., e la somma di 

2 > 4 4 

questa serie $ la di cu i legge essendo co¬ 
gnita , somministrerà il valore della su¬ 
perficie PQMG 4 . 

187. Abbiasi da costruire la curva 
dell equazione *:> =3= c , sarà la sua equa¬ 
zione logaritmi^ yfa = Le , e conseguen¬ 
temente si potrà costruire per mezzo della 
logaritmica* corn e s ’è fatto ($.284). 

Se di questa curva esponenziale si 
vorrà trovare^ 1* sottotangente basterà 
differenziare 1 e<j uaz i one logaritmica 

ylx'sszhi e s avrà dylx -+- -—=* (sun- 
posta la sottotangente della logaritmica 
= , ). Pertanto s ’avrà^ = — djlx, e 
s 3 .. ydx 

quindi — >- x lx , ma Fa formola 
d'elle sottotarfgeTTfì è — , adunque sarà 

dy 

— xlx la sottotangente della curva espo¬ 
nenziale x y = c. 

288. Se fosse proposro da costruire 
k Ctfrva dell’ equazione x x = e> , presa 

D d 



la sua equazione logaritmica xlx = rie + 
si opererà, come è stato detto (§. 184)* 
per mezzo di questa logaritmica. 

Se poi si prenderà la differenza deli* 
equazione xlx = ylc , si troverà 
’ , • j , dx le 

d x -+- dxlx = dyle , e - = -—, e so- 

dy 1 + Ix 

stituendo questo valore nella Formola ge¬ 
nerale delle sottotangenti , e scrivendo 

xlx . ' . ■ v dx cele 

-- in vece di y* s’avra -— = - 

le J * dy 1 -h lx 

peF la sottotangente della proposta curva. 

Finalmente , se nella formola gene¬ 
rale per la quadratura degli spazi ydx si 
sostituirà il valore suddetto di y , sarà 

ydx = xLx ^ JL , e integrando a tenore del 

A . IX* lx — x a 

per lo spazio 

ricercato. 

Ne’ seguenti Trattati si vedrà , co¬ 
me per mezzo dei dati principi si verl- 
gano a risolvere i problemi Fisico-mec¬ 
canici , e specialmente quelli, che alla 
professione d* Artiglierò, e d* Ingegnere 
s appartengono. 

Fine de ’ prìncipj dì Matematica sublime • 


s avra 
















































































